11. évfolyam gimndzium

Pontozasi utmutato

1. Egy banketten a meghivottak kézfogéssal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fog kezet). Az lidvozlések soran egy adott pillanatban kidertiil, hogy még
mindenkinek négy kézfogésa van hatra és eddig 168 kézfogas tortént. Hany résztvevdje van
a bankettnek?

Megoldas:

Ha n résztvevo van, akkor mindenki 7 - 1 kézfogast ad. (2 pont)
Mivel az adott pillanatban mindenkinek még 4 kézfogasa van hatra, ezért eddig mindenki n
— 5 kézfogast adott, igy (3 pont)
nln=5) _ 168 (2 pont)
n*—5n-336=0 (1 pont)

Az egyenlet pozitiv megoldasa a 21.
Tehat 21 résztvevdje van a bankettnek. (1 pont)
Ellendrzés (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Egy trapéz alapjai 12 cm és 8 cm hosszuak. Az egyik atlo 30°-os szoget zar be az alappal és merdleges
a masik atlora.

a) Hany cm hosszu a trapéz két atloja?

b) Mekkora a trapéz teriilete?

Megoldas:
a) Készitslink abrat, és hasznaljuk annak jeloléseit!
D C
30
A B
Az ABE haromszdg A-nal 1évo szoge 30°-os, ezért EB =6 cm. (2 pont)
Az AE = /36 cm. (1 pont)
A DCE haromszogben C-nal 1év0 szoge 30°-os, ezért ED =4 cm. (2 pont)

Az CE=+/3-4 cm. (1 pont)



gy BD=10 cm, AC = /310 cm. (2 pont)
b) Mivel a trapéz atloi merdlegesek egymasra ezért a teriilete:

ACBD _ . V3 em (2 pont)

Osszesen: 10 pont

3. Adva van egy 2022 oldalu konvex sokszdg ¢s belsejében 11 pont Ggy, hogy a sokszog
csucsai €s a 11 pont koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. Felhasznalva a sokszog
csucsait és a 11 pontot, bontsuk fel a sokszoget olyan haromszdgekre, amelyeknek cstcsai
az elobbi 2033 pont koziil valok. Hany haromszdget kapunk?

Megoldas:

Ha egy pontot helyeziink el a sokszog belsejében és azt 6sszekotjlik a sokszog csucsaival,

akkor 2022 db haromszdget kapunk. (1 pont)
Ha a mésodik pontot is elhelyezziik, akkor ez valamelyik haromszogben lesz (oldalon nem
lehet, mert akkor hdrom pont egy egyenesre illeszkedne). (2 pont)
Ezt a pontot 6sszekdtve a haromszog csucsaival, a haromszog ,,megsziinik”, de harom 10j
keletkezik. (2 pont)
Igy folytatva minden pont elhelyezésével (az els6 kivételével) kettdvel né a haromszogek
szdma. Az 6sszes haromszog: 2022 + (11 — 1)-2 = 2042. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy a felbontdsok szama fliggetlen a felbontas részleteitl. Ha a felbontéas
utan N haromszdget kapunk, akkor az N darab hdromszog belsd szogeinek dsszege az eredeti
sokszOg belsd szogei, illetve azoknak részeibdl, tovabba a belsd pontoknal fekvd teljes
sz0gek részeibdl tevodnek Ossze. A 2022 oldala sokszdg szogeinek Osszege €s a 11 belsd
pontndl fekvd teljes szdgek Osszege pontosan megadja az N darab haromszog belséd

szOgeinek Osszegét. (2 pont)
N-180°=(2022-2)180°+11-360°.

Ebbdl N=2020+22=2042. Fiiggetlen a felbontés részleteitdl. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

a) x%y—4x> = 2023 az egész szamok halmazan.
b) x*—y® —2x =10 a természetes szamok halmazan.

Megoldas:

a) Irjuk fel a baloldali 6sszeget szorzatalakban:
x*(y — 4x) = 2023 (1 pont)



Bontsuk fel a 2023-at két egész szdm szorzatara, melyek koziil az egyik

négyzetszam. (1 pont)

2023 = 1*2023 = 17°*7 (1 pont)

A két felbontasbol: x1 = +1, y1 =2023; x2 = +17, yo=75. (2 pont)
b) Alakitsuk at az egyenletet!

(x-1) —y* =11 (1 pont)

(x—l—y)(x—1+y):11 (1 pont)

A 11 két természetes szam szorzatara csak egyféleképpen bonthato fel, 1-11, igy a
megoldast az

x—1-y=1
x=1+y=11
Egyenletrendszer megoldasa adja. (2 pont)
(A masik parositas esetén nem kapunk pozitiv megoldast.)
Az egyenletrendszer megoldéasa: x =7,y = 5. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Egy csupa fiubol all6 osztalyban 18-an sakkoznak, 23-an fociznak, 21-en bicikliznek és 17-
en taradznak. Tudjuk, hogy 9 olyan fii van, aki sakkozik ¢s focizik 7, aki sakkozik és
biciklizik, 6, aki sakkozik és turazik, 12, aki biciklizik és focizik, 9-en fociznak ¢s tiraznak
és 12-en vannak, akik bicikliznek és taraznak is. A sakkot a biciklizést és a focit 4-en, a
sakkot a focit ¢és a tarazast 3-an, a sakkot a biciklizést és a turazast 5-en, a focit a biciklizést
¢s a tarazast 7-en tekintik kedvenc szabadidds elfoglaltsaguknak. Van harom olyan fiu, aki
mindegyik sportnak hodol. Tudjuk végiil, hogy a négy koziil legalabb az egyiket mindegyik
fit Gizi. Hany fi0 van az osztalyban?

Megoldas:

Jelolje S a sakkozok halmazat, melynek szamossaga |S | =18, F'a focizok halmazat, melynek
szamossaga |F | =23, B a bicikliz6k halmazat, melynek szamossaga |B| =21, T a turazok
halmazat, melynek szamossaga |T | =17. (1 pont)
A feltételekben szerepld metszethalmazok szamossagai: |S NF | =9, |S N B| =7,
ISNT|=6, |BNF|=12, |[FNT|=9, |BNT|=12, |[SNBNF|=4, |[SNFNT|=3,
ISNBNT|=5,|FNBNT|=7,|SNBNFNT|=3. (3 pont)
A négy halmaz egyesitett halmazanak szdmossagara a szitaformulat alkalmazva:
ISUBUFUT|=|S|+|F|+|B|+|T| - (SN F|+|SNB|+|SNT|+|BNF|+|F N T|+|BOT|)+
ISNBNF|+[SNFAT|+|SNBNT|+|FNBNT|-|SNBNFNT|=

(4 pont)
=18+23+21+17-(9+7+6+12+9+12)+4+3+5+7-3=40 (1 pont)
Az osztalyba 40 fia tanulo jar. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



6. Tekintsik az x> +2(m—2)x+m* —4m—-21=0 masodfoki egyenletet, ahol m valos
paraméter.
a) Bizonyitsuk be, hogy az egyenlet valos gydkeinek kiilonbsége nem fiigg m-tol!

b) Hatarozzuk meg m azon ¢értékét, melyre az egyenlet valds gyokeinek
négyzetdsszege minimalis!

Megoldas:
a) A megoldo képlet alapjan:
_ + 2 _ 2
. 2m +4+/4m 16n;+16 dm’ +16m+84 2 pont)
A két gyok kiilonbsége £10, ami fliggetlen m-tol. (2 pont)
b) Az a) rész alapjan D >0, igy minden m-re van valos gyoke az egyenletnek.
(2 pont)
x; +x; :(x1 +x2)2—2x1x2 =[—2(m—2)]2 —Z(m2 —4m—21)= (3 pont)
pon
=4m® —16m+16 —2m* +8m + 42 = 2m*> —8m + 58 = 2(m —2)* + 50
A valos gyokok négyzetosszege akkor minimalis, ha m = 2. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. megoldas az a) részre:

A Viéte-formulak alapjan:
(x,—%,)’ =(X, +X,)’ —4x,x, =4(m—-2)* —4(m’ —4m - 21) =100, @
|x1 - X2| =10.

pont)



