12. évfolyam gimndzium

Pontozasi utmutato

1. Egy szabalyos dobdokockéval 6tszor dobunk egymas utan és sorban leirjuk a dobott pottyok
szamat, ezzel igy O0tjegyl szamsorozatot kapunk.

a) Hanyféle szamsorozatot kaphatunk?
b) Hanyf¢le olyan sorozatot kaphatunk, melyekben pontosan egy kettes szerepel?

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elsd helyen, a tobbi helyen allo szamtol
kiilonb6z6 szam all?

Megoldas:

a) Minden dobas hatféle lehet, igy Osszesen 6° =7776 szamsorozatot kaphatunk.

(2 pont)
b) Az egy kettes helyére 6t lehetdség van, a tobbi helyre 6t szamjegy keriilhet, igy a

feltételnek megfeleld szamsorozatok szdma: 5-5* = 3125 (3 pont)

c) Az elso helyen hatféle szamjegy allhat, mig a tobbi helyen 6tféle szdm. (1 pont)

Ezért a kedvezé esetek szama 6-5% = 3750. (2 pont)

4
A kérdéses valoszinliség P = 66§ =0,482 (2 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Az egységnyi oldala ABCD négyzet bels6 P pontjara teljesiil, hogy PABI =15° ¢és
PBA =30°. A négyzet kozéppontjat O-val jelolve, mekkorak az APO haromszog szogei?

Megoldas:

Készitsiink megfeleld abrat!

Jo abraért. (1 pont)
A feltételek miatt az APB szog 135°. (1 pont)



frjuk fel a szinusztételt az ABP haromszogre: AP : a = sin30° : sinl135°. (Az ABCD

oldalhosszat jelole a.) (3 pont)

, - Nz V2
Felhasznalva, hogy sin30° = 0,5, sin135° = - ezért AP =a - > (2 pont)
Ugyanakkor AO=a - g (anégyzet atlojanak a fele), igy 4PO haromszog egyenld szart.
(2 pont)
Mivel PAO sz6g 30°, APO szog 75° és POA szog 75°. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. Az ABC héaromszdg C cstcsbol induld belsd szogfelezdje illeszkedik az  y = x egyenesre.
Hatarozzuk meg a hdromszdg C cstcsanak koordinatait, ha A(12;-1) és B(6;14)!

Megoldas:
Ha a C cstiesbol indulo szogfelezore tiikkrozziik az 4, illetve a B csucsot, akkor A illeszkedik
a BC oldal egyenesére, illetve B illeszkedik a AC oldal egyenesére (2 pont)
Mivel a C-bél induld szogfelezé illeszkedik az y = x egyenesre, ezért A (-1;12), B (14;6).
(2 pont)
Az A'B egyenes és ay = x egyenes metszéspontja adja a C pontot. (1 pont)
A B egyenes egyenlete: vgc = (7;2): 2x -7y = —86, igy (2 pont)
Az egyenletrendszer megoldasa:
—5y=—86,y=§,x=& (2 pont)
5 5
Tehat a keresett C (%’85_6) (1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. Tekintsik az f:R—> R, f(x) = ( p-— 2))(2 + (2 p+ l)x + % p+2 masodfoku fiiggvényeket,

ahol p 2-t6l kiilonb6zo6 valds szam.
a) Van-e a p paraméternek olyan értéke, amelyre a masodfoku fliggvénynek nincs
ko6zos pontja az x tengellyel?
b) Hatarozzuk meg azokat a pontokat, amelyekre a p lehetséges értékeihez tartozo
fliggvények mindegyike illeszkednek!

¢) Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy a ( p— 2))(2 + (2 p+ l)x + % p+2=0 egyenlet

.y . i 5
gyokeinek a négyzetosszege 5 legyen!

Megoldas:

a) Irjuk fel a masodfoku kifejezés diszkriminansat!



l):@p+nz—4p—2{%p+2)=4p2+4p+1—hf—2p+16=p2+2p+17=
(p+1) +16
Ez minden p értékre pozitiv, ami azt jelenti, hogy az f fliggvénynek mindig két zérus
helye van. Tehat nincs olyan p, amelyre nincs kdzds pont az x tengellyel. (3 pont)
b) f(x)-et rendezziik p-re!
f(x):(x2+2x+%jp—2x2+x+2, (1 pont)

ami akkor fiiggetlen p-t8l, ha p egyiitthatoja 0, azaz x* +2x +% =( esetén.

1 .
Ez x, = —E,x2 = —% esetén teljestil (2 pont)
1 3
A Kkeresett pontok: P, _E;l , P, _E;_4 . (1 pont)
3 5,
2 —p+2 —p +3p+9
2p+1 P

c) x12+x22=(x1+x2)2—2x1x2=(— P¥ j 24 =2 > =§

p-2 p-2 (p-2) 2
Ahonnan p = % . (3 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Oldjuk meg a valos szamparok halmazan a kdvetkezo egyenletet!

2
(sin2 x—%] +(y2 +cosx)2 =0

Megoldas:
Két nemnegativ szam Osszege csak tigy lehet 0, ha mindkett6 0. (1 pont)
2
A [sin2 X —%} =0, ha |sinx| = 0,5, ekkor cosx = g, vagy cos x = —? . (3 pont)
2 : 3 .
Az (y + cos x): 0 miatt csak a cosx = - lehetséges,
az ehhez tartozé x értékek: (2 pont)
X, = 5?” +k27x, X, :7?7[ + 127 , ahol k, [ egész szamok. (2 pont)
. - s Lo 3
Minden x értékhez két y érték tartozik, amik y = + B (2 pont)

Osszesen: 10 pont



6. Hany olyan x valos szam van, amelyre a valos szamok halmazan értelmezett

f(x) =v/x2 +1024 —y/x2 + 1
fiiggvény egész értéket vesz fel?

Megoldas:

Alakitsuk at az f(x) fliggvényt a szamlalé gyoktelenitésével:

Va2 + 1024 +Vx2 + 1 1023

fo0) = (Va2 +1024 = x? + 1) - =
Va2 +1024 +Vx2+1  Vx2+ 1024 +Vx2 +1
(4 pont)

Az f(x) paros fliggvény, mert f{x) = f(-x). (2 pont)
Ha x > 0, akkor a fliggvény szigorian monoton csokken, x = 0 esetén a fliggvénynek
maximuma van. f{0) =31. (2 pont)
Mivel fix) > 0, a lehetséges egész fliggvényértékek: 1, 2, 3, ... ,30 (ezeket két helyen veszi
fel a fliggvény) és a 31. (1 pont)
Tehat 0sszesen 2*30 + 1 = 61 helyen vesz fel a fliggvény egész értéket. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



