Javitasi utmutato
11. osztaly, gimnazium
Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen

megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg az x? + xiz +x+ i = 0 egyenletet a valds szamok korében. (12 pont)
Megoldas. Vezessiink be 0j ismeretlent: a = x + i 2 pont
1% 5, 1 T S S
(x+;) =X +x—2+2,1gyx t5=a - 2. 2 pont
Az egyenlet az a? — 2 + a = 0 alakot 6lti. 2 pont
a’+a—2=(a+2)(a—1) =0,amegoldisok a = -2 ésa = 1. 2 pont
|x + %| > 2,ezértaz x + i = 1 egyenletnek nincs valos megoldésa. 2 pont
Hax+i= —2, akkor x = —1. 2 pont

2. Az x, y valds szdmokra x +y > 0 és 4x + y > 0 teljesiil. Megadhato-e x és y Gigy, hogy
a) 5x + 2y < 0?
b) 2x + 5y < 0?
¢)8x + 5y <0?
d) 5x + 8y < 0?
(12 pony)

Megoldas. a) Nem lehet, mert 5x + 2y = (x + y) + (4x +y) > 0, hiszen x + y > 0 és
4x+y > 0.
b) Lehet,hax =5¢sy = —3,akkorx +y > 0,4x +y > 0,¢és 2x + 5y < 0.
¢) Nem lehet, mert 8x + 5y = 4(x + y) + (4x +y) > 0, hiszenx +y > 0¢és 4x +y > 0.
d) Lehet,hax =4 ¢ésy =—3,akkorx +y > 0,4x +y > 0,¢és 5x + 8y < 0.
Mind a négy feladat 3 pontos. A helyes valaszok 1-1 pontot érnek.
A teljes pontszamot helyes indoklas esetén adjuk meg.

3. Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szamot nevezziink egoistanak, ha minden
szamjegye annyiszor szerepel a szamban, amennyi maga a szamjegy. Egoista szdm példaul a
132332. Hany hatjegyii egoista szam van? (14 pony)

Megoldas. Egy hatjegyli egoista szdmban 1év0 kiilonb6zd szdmjegyek dsszege 6. (Ha példaul
kétféle szamjegy van, a €s b, akkor ezekbdl a, illetve b darab van, és ezek kiadjak a hatjegyti

szadm Osszes szamjegyét, tehata + b = 6.) 2 pont
A szamjegyek kozott nem lehet 0. A 6-ot kell kiilonb6zé szamok (szamjegyek) Osszegeire
bontani, hogy megtalaljuk az egoista szdmokat. 2 pont

6 = 6 esethez a 6 db 6-0sbol all6 szamok tartoznak. 1 ilyen szdm van: 666666. 1 pont



6 =1+ 5esetaz 1 db 1-est és 5 db 5-0st tartalmazo szamokat jelenti. 6 ilyen szam van, hiszen
az 1-es 6-féle helyiértéken allhat. 1 pont

6 = 2 + 4 eseta 2 db 2-est és 4 db 4-est tartalmazo szamokat jelenti. (S) = 15 ilyen szam van.

2 pont
6 = 1+ 2 + 3 esetén a szamjegyek (1,2, 2,3, 3, 3). 1 pont
Ezekbdl 1!_2i_3! = 60 szam képezhetd. 2 pont
Tobb lehetdség nincs. 1 pont
A hatjegyli egoista szamok szama: 1 + 6 + 15 + 60 = 82. 2 pont

4. Az ABC haromszdg két oldala AB = 2 és AC = 1, és a BC oldalhoz tartozo stilyvonal akkora,
mint ez az oldal. Mekkora ez az oldal? (14 pony)

1. megoldas. EC = EB = aés EA = 2a. AEC4 =y és AEB2 = 180° — .

A

frjuk fel a koszinusztételt az AEC és AEB haromszdgben:
12=a%+ (a)>—2-a-2a-cosy
22=a’+ (a)*+2-a-2a-cosy

7 pont

Adjuk 6ssze a két egyenletet:
1 2
5=10a%?, a?’==, a=—, BC=2a=—=42
2 ‘T 2

7 pont

2. megoldas. Tiikr6zziik az 4 csucsot E-re. Kapunk egy paralelogrammat, melynek két

szomszédos oldala 1 és 2, atloi 2a és 4a. 6 pont
Hasznaljuk a paralelogramma-tételt: (2a)? + (4a)? = 2(12 + 22). 4 pont
I == 2

nnen a = 7z pont

A haromszdg harmadik oldala BC = /2. 2 pont



5. Az a,,a,,- sorozatot az a; = 1 és a,,, = /a3 — 2a, + 3+ 1,n = 1 rekurzi6 generalja.
Mennyi asq3 értéke? (14 pont)

1. megoldas. frjuk fel a sorozat els6 néhany tagjat: 1, 1 + V2,3,1++6,1++8,1++10,...
Adddik a sejtés, hogy a,+1 = 1 +V2n. 2 pont

Igazoljuk ezt teljes indukcidval.
Az indukcios feltevés az elébbi példak alapjan teljesiil.

Az indukcios 1épésben azt latjuk be, hogy haa,, =1 +/2(n — 1), akkor a,,; = 1 + v2n.
Tudjuk, hogy a,,; = a2 —2a, +3 + 1.

2
A feltevés alapjan a,,, = J(1 +.2(n — 1)) —2. (1 +.2(n— 1)) +3+1.

Szamoljunk!
2
A négyzetgydk alatti kifejezés: (1 +./2(n — 1)) -2 (1 +./2(n— 1)) +3=
=(2n—1+2 2(n—1))—(2+2 2(n—1))+3=2n

Tehat valdban: a1 = V2n + 1. 10 pont
Ezért ag;3 =vV2-5124+1=+1024+1=32+1 = 33. 2 pont

2. megoldas. A rekurzi6 alapjan a,,; — 1 = \/a% — 2a, + 3 = /(a, — 1)2 + 2.
Tehat (a1 — 1)? = (a, — 1)? + 2. 6 pont

Legyen b, = (a, — 1)?. Ekkor b1 = b,, + 2, és b; = 0, minden n pozitiv egészre. 2 pont
Azaz a b,, sorozat elemei 0, 2, 4, 6, 8, ...
Tehat b, = 2(n — 1).

Ezért bgy3; = 1024. 2 pont
b513 = (a513 - 1)2, azaz 1024 = (a513 - 1)2 2 pont
fgy asq3 —1 =32, és as 3 = 33. 2 pont

6. Tekintsiik az ax? + bx + ¢, bx? + ¢x + a, cx? + ax + b polinomokat, ahol a, b, c pozitiv
valos szamok. Vannak-e olyan a, b, ¢ értékek, amikor a harom polinomnak 6sszesen
a) 1 zérushelye van?
b) 6 zérushelye van?
(14 pont)

Megoldas. a) Igen, van. Ha 6sszesen egy zérushely van, akkor az egyik polinom teljes négyzet,
a masik két polinom esetén a diszkrimindns negativ.

Ha (a,b,c) = (1,2,1), akkor az x? + 2x + 1 polinomnak a —1 az egyetlen zérushelye, és a
2x% + x + 1, 1ill. x* + x + 2 polinomoknak nincs zérushelye. Ekkor &sszesen 1 zérushely van.



b) Nincsenek ilyen szamok.

Ha a polinomnak van zérushelye, akkor a diszkrimindnsa nemnegativ.

Lehet-e mindharom polinomnak zérushelye? Ekkor b? > 4ac, c¢? > 4ab, a®? > 4bc.

Ezek szorzata (abc)? > 64(abc)?, és ez nem teljesiilhet. Tehat a harom egyenldtlenségbdl
legfeljebb kettd teljesiil, ezért nem lehet 6 zérushely, legfeljebb 4 zérushelye lehet a

polinomoknak.
Mind a két feladat 7 pontos. A helyes valaszok I-1 pontot émek.
A teljes pontszamot helyes levezetés, indoklas esetén adjuk meg.

7. A 100-nal kisebb pozitiv p és g primekre a p + 6,p + 10,q + 10 és p + g + 1 szdmok
mindegyike primszdm. Melyek lehetnek ezek a p és g primek?
(20 pont)

Megoldas. p # 2,p # 3, mivel p + 6 primszam.

Ezért p = 6k + 1 vagy p = 6k + 5 alak.

Azonban p + 10 primszam, igy p = 6k + 5 nem lehet, hiszen ekkor p + 10 = 6k + 15 lenne,
ami 3-mal oszthat6 Gsszetett szam.

Tehat a p prim 6k + 1 alaku. Kisebb 100-nal, ezért p lehetséges értékei 7, 13, 37, 97. Ezekhez

keressiink alkalmas g primeket.
A p prim lehetséges értékeinek megtalalasa 2-2 pontot ér, ez 6sszesen 8 pont lehet.
Annak tisztazasa, hogy ez a prim nem lehet 2, nem lehet 3, nem lehet 6k + 5 alak,
ez is 1-1 pont, ami Osszesen 3 pont lehet.

A g prim nem lehet 6n + 5 alaku, mivel ebben az esetben g + 10 = 6n + 15 nem lesz prim.
Ha a g prim 6n + 1 alakt, akkorap +q+1=(6k+ 1)+ (6n+1) + 1 = 64 + 3 nem lesz
primszam.
Arra jutottunk, hogy a ¢ prim nem lehet 6n + 5 alaku, és nem lehet 6n + 1 alakd. Emiatt g
érteke csak 2 vagy 3 lehet. ¢ = 2 nem lehet, mert ekkor g + 10 = 12 dsszetett szam.
Ezért g = 3, mas lehetdség nincs.

A ¢ prim nem lehet 2, nem lehet 6k + 5 alak, nem lehet 6k + 1 alakq, ez I-1 pont, ami dsszesen 3 pont lehet.

A ¢ prim lehet 3, ez 2 pont.

A (p, q) értékekre kapott lehetéségeket ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a kiszabott feltételek.
A (7,3),(13,3),(37,3), (97, 3) szamparok mindegyike olyan, melyekre a p + 6,p + 10,
q + 10 és p + g + 1 szamok mindegyike primszam.
Tehat ez a négy szampar jelenti a megoldast.
A 4 megoldas — (7, 3), (13, 3), (37, 3), (97, 3) — megtalalasa 1-1 pontot ér, ez sszesen 4 pont lehet.



