Javitasi utmutato
12. osztaly, gimnazium

Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Ha az a, b, c valés szamokra a < b < c teljesiil, akkor az alabbiak koziil melyik lehet igaz?
(Ha igaz lehet, akkor adjon egy megfeleld példat. Ha nem teljesiilhet, akkor igazolja azt.)

(1) a? < b? < c? (2) b? < c? < a? (3) b? < a? < ¢?
(4) c? < b? < a? (5) ¢? < a? < b? (12 pont)

Megoldas: (1) igaz, hapéldaula = 1,b = 2,c = 3.
(2) igaz, hapéldaul a = —=3,b = —1,c = 2.

(3) igaz, hapéldaul a = —2,b = 1,c = 3.

(4) igaz, ha példaul a = —=3,b = =2,¢c = —1.

Ha c? < a? < b?, akkor |c| < |a| < |b].
Mivel a < c és|c| < |al,igya < 0 < c.
Mivel b < c és|c| < |b],igy b < 0 < c.
Ezekbdl a < 0, b < 0, és a® < b?, igy b < a < 0, ami ellentmond az a < b < c feltételnek.

Az (5) allitas sosem teljestil.
Az els6 négy kérdés tisztazasa 2-2 pont. Az 6tddik kérdés helyes indoklasa 4 pont.

2. Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szamot nevezziink egoistanak, ha minden
szamjegye annyiszor szerepel a szdmban, amennyi maga a szdmjegy. Egoista szam példaul a
1424442. Hany hétjegyli egoista szam van? (15 pont)

Megoldas. Egy hétjegyli egoista szamban 1év0 kiilonbdzo szamjegyek 6sszege 7. (Ha példaul
kétféle szamjegy van, a €s b, akkor ezekbdl a, illetve b darab van, és ezek kiadjak a hétjegyt

szam Osszes szamjegyét, tehata + b = 7.) 2 pont
A szamjegyek kozott nem lehet 0. A 7-et kell kiilonb6zdé szamok (szamjegyek) Osszegeire
bontani, hogy megtalaljuk az egoista szdmokat. 2 pont
7 = 7 esethez a 7 db 7-esbdl all6 szamok tartoznak. 1 ilyen szam van. 1 pont

7 =1+ 6 esetaz | db 1-est és 6 db 6-ost tartalmazd szamokat jelenti. 7 ilyen szam van, hiszen
az 1-es 7-féle helyiértéken allhat. 1 pont

7 =2+ 5eseta2db2-estés 5 db 5-0st tartalmazo szamokat jelenti. (;) = 21 ilyen szam van.
2 pont
7 = 3 + 4 eseta 3 db 3-ast és 4 db 4-est tartalmazo szdmokat jelenti. (;) = 35 ilyen szdm van.
2 pont



7!

7 =1+ 2 + 4 esetén a szamjegyek (1,2, 2,4, 4, 4,4). Ezekbol —— = 105 szdm képezheto.

112141

A hétjegyli egoista szamok szdma: 1 + 7 + 21 + 35 + 105 = 169.

2 pont
3 pont

3. Az x? 4+ 4x + a = 0 egyenlet gyokei xq, x,, az y* + 8y + b = 0 egyenlet gyokei y;, V.
Tudjuk, hogy y4, x1, ¥2, X, ebben a sorrendben egy szamtani sorozat négy egymast kovetd

tagja. Hatdrozza meg az a és b szamokat!

Megoldas. A gyokok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések alapjan:
{xl + xz = _4
y1+y,=-8

A szamtani sorozat differenciaja d.
EkkOI‘xl = yl + d, yz = yl + Zd, xZ S yl + ?)d.

fgy az elébbi egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:
V1 +d=—-4

d=2,
yl = _6, yz = _Z,xl = —4,x2 S O.

(13 pont)

2 pont

2 pont

1 pont

4 pont

A gyokok ¢€s egyiitthatok kozotti osszefliggések alapjan: a = x1 - x, =0¢s b =y, -y, = 12.

4. Az ABC haromszogben AB = 5, AC = BC + 2,és ABC4 = 2 - CAB%.
G

X+ 2

A B

Mekkorak a haromszog ismeretlen oldalai?

1. megoldas. Rajzoljuk meg a B csticsbol induld szogfelezot.

A szdgfelezd a szemkozti oldalt a D pontban metszi. BD = y, BC = x, CAB4 = «.

4 pont

(13 pont)



A BAC és a DBC haromszogek hasonlok, hiszen megegyeznek a C csucsnadl 1év6 szogben, és

mindkét haromszognek van a nagysagi szoge.

’ X x+2
Ezért = = —.
y 5

o " . ,AD _ 5
A szogfelezotétel miatt — = —.
DC X

2 pont
2 pont

2 pont

Az ABD haromszog egyenld szarq, ezért AD = DB =y, ésigyCD =x + 2 —y.

¢ PO y 5
Igy az el6z6 aranypar: ==,

x+2-y x

.. Y4 x+2-y X
Az eddigiekbdl = = —— = —.
5 x x+2

xy + 2y = 5x és xy = 5x + 10 — 5y.
Ezek kiilonbsége 2y = 5y — 10.

y=?,x=4.

A haromszdg masik két oldalanak hossza: BC = 4, AC = 6.

2 pont

3 pont

2 pont

2. megoldas. Hasznaljuk fel a szinusztételt (a = 2R - sin &, ahol a haromszog a oldalaval

szemkozti sz0g @, €s R a hdromszog koré irt kor sugara).
BC =x = 2R -sina,

AC =x+ 2 = 2R -sin2a,

AB =5 = 2R - sin(180° — 3a), mivel a haromsz6g C cstcsnal 1évé szoge: 180° — 3a.

, 5
Tehat — = X2

sina  sin2a  sin(180°-3a)’

X x+2 ., 1 Sin2a 2 2 , -
— = — egyenléségbdl —— = 1 + -, azaz 2 cosa = 1 + - adddik.
sina sin2a Sina X X
. ° . ; x 5 5sina
sin(180° — 3a) = sin3a, igy — = ——, azaz x = ——.
sina sin3a sin3a
. . . 3 . 5
sin3a = 3sina — 4sin° a miatt x = ———.
3—4sin? a

Ezt a kordbbi 2cosa =1 +% egyenletbe helyettesitve 2cosa = 1 +

6—8si 2

3 pont
1 pont
1 pont
1 pont

a y o1
adodik, azaz

8cos?a—10cosa + 3 = 0. 2 pont
Az egyenlet gyokei cos a = %és cosa = % 1 pont
Ha cosa = %’ akkor x = 4. 1 pont
Ha cosa = %, akkor 2cosa =1+ % miatt 1 =1+ i, ¢s ennek nincs megoldasa. 1 pont
fgy BC = 4,AC = 6. 2 pont



3. megoldas. Az 4B oldal egyenesén az abra szerint vegyiik fel a D pontot ugy, hogy BD = BC
legyen. 2 pont

D

A BCD haromszog egyenld szara, az alapon fekvd szogek dsszege CBA4 = 2a.
Ezért BCD4 = BDC4 = a. 2 pont

Az ADC haromszégben CAD4 = CDA4 = a, ezért a haromszog egyenld szarq.
fgy AC=DC = x + 2. 2 pont

Az ADC és a DCB egyenld szari haromszogekben az alapon fekvd szogek ugyanakkorak, ezért.

a két haromszog hasonlo. 2 pont
AC DB x+2 x

— =—,aZzaZ — = —. 2 pont
AD DC 5+x x+2

4x + 4 = 5x, tehat x = 4. 1 pont
A haromszog masik két oldaldnak hossza: BC = 4, AC = 6. 2 pont
5. Melyik primet jelolheti p, ha 16p + 1 érteke kobszam? (11 pont)
Megoldas. Ha 16p + 1 =n3,akkor 16p =n3 —1=mn—-1)(n®> +n + 1). 3 pont

Mivel n? + n + 1 értéke paratlan és 1-nél nagyobb, ezért n> + n+ 1 = p, ésigyn — 1 = 16.
3 pont

Tehat n = 17. Ez az egyetlen megoldas akkor, ha p = 172 + 17 + 1 = 307 primszam. 2 pont

A 307 prim, igy ez az egyetlen olyan p prim, amelyre 16p + 1 értéke kobszam. 3 pont
Esetiinkben 16 - 307 + 1 = 4913 = 173.

6. Az ABC haromszogben AC = BC. Az AC oldalon felvessziik a D és E pontokat ugy, hogy
AD = DE = EC legyen. Szamitsa ki a haromszog teriiletét, ha BD = 8,5 és BE = 10 egység.
(16 pont)

AC'BC'sina  9x2%sina

Megoldas. t g = > == tehat x2 és sin a értékét kell meghatarozni.




Jo abra 2 pont.
A koszinusztétel a BCE haromszdgben: 100 = x2 + 9x? — 6x? - cos a, igy

x? +9x%2 — 100
cosa =
6x2
2 pont
A koszinusztétel a BCD haromszdgben: 72,25 = 4x? + 9x? — 12x?% - cos a, igy
4x% +9x% — 72,25
cosa =
12x?
2 pont
g X2+9x%2-100  4x2+9x2-72,25 ., ..
Ezekbsl 2% > = > adodik. 2 pont
6x 12x
Az egyenlet megoldasa x? = 18,25. 2 pont
, . 55
Szamolhatjuk cos a-t: cosa = o 2 pont
: o s 48
sina + cos?a = 1éssina > 0, ezért sina = . 2 pont
. .. .. 9x2-si 9:18,25 48 .. .
A haromszog teriilete type = — ;ma =— = 54 teriiletegység. 2 pont

2. megoldas. Hasznéljuk a paralelogramma-tételt, pontosabban az abbol ad6d6 Osszefiiggést a
haromszog stlyvonalara.
Ha egy paralelogramma oldalai a és b, 4tl6i e és f, akkor e? + f2 = 2(a? + b?).

. .. , . 2a%+2b%-c?
Ha az a, b, c oldalti haromszog ¢ oldalahoz tartozé stlyvonal s, akkor s2 = ———

4
Az ABE haromszogben: 8,52 = W}LZ 4 pont
A DBC héaromszdgben: 102 = 2'8'52+2;9x2_4x2. 4 pont
Az utdbbi egyenletbdl x? = 18,25. 2 pont
Szamolhatjuk y értékét: y = 9. 2 pont
Az ABC haromszog AB oldalahoz tartozo magassaga: m = |9x? — yTZ = 12. 2 pont

Az ABC haromszog teriilete: t = % = 54, 2 pont



7. a) A sik mely (x; y) pontjaira teljesiil az egyenlStlenség?

logy2,,2y =1
iy

b) Mennyi x + y legnagyobb értéke, ha teljestiil rajuk az egyenlétlenség?
(20 pont)

Megoldas. a) Ha a logaritmus alapja 1-nél nagyobb, akkor a fliggvény szigorian monoton

novekvo. 1 pont
2 2 2 2 2 2
HaZ ery > 1, akkor y >~ ery LAzaz1 <% ery <y, vagyis 2 < x%2 + y? < 2y. 2 pont
Az (x; y) pontok x? + y? > 2 miatt az origd kozéppontu r = V2 sugart x? + y? = 2 korén
kiviil vannak. 2 pont
x% 4+ y% <2y, azaz x*> + (y — 1)? < 1 miatt az (x;y) pontok a (0;1) kdzépponth r = 1
sugarti x2 + (y — 1)? = 1 koron, illetve annak belsejében vannak. 2 pont
Ezeket a feltételeket az abran sziirkére festett (x; y) pontok teljesitik. 1 pont

Ha a logaritmus alapja 0 és 1 kozotti szdm, akkor a fliggvény szigoruan monoton csékkend.

1 pont
Ha 0 < xz:yz <1, akkory < xz:yz. Mivel y > 0, igymost 0 < y < xz;yz teljestil. 2 pont
x?+vy% > 2y, azaz x* + (y — 1)? > 1 miatt az (x;y) pontok a (0;1) kdézépponti r = 1
sugart x% + (y — 1)? = 1 koron, illetve azon kiviil vannak. 2 pont
y > 0 miatt az (x; y) pontok az x-tengely felett vannak. 1 pont
Ezeket a feltételeket az abran feketére festett (x; y) pontok teljesitik. 1 pont

b) Nézziik azokat az x +y = a egyeneseket, melyek belemetszenek az abran befestett
teriiletbe. Ezen y = a — x egyenesek koziil a legnagyobb a szdmhoz tartoz6 egyenes érinti az
x?+ (y—1)% = 1 kort. 2 pont
Ez az érinté az x + y = a egyenes, ahol a = 1 + /2. 2 pont
x + y keresett legnagyobb értéke 1 + /2. 1 pont



