Javitasi utmutato
12. osztaly, szakgimnazium

Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Ha az a, b, c valés szamokra a < b < c teljesiil, akkor az alabbiak koziil melyik lehet igaz?
(Ha igaz lehet, akkor adjon egy megfeleld példat. Ha nem teljesiilhet, akkor igazolja azt.)

(1) a? < b? < c? (2) b? < c? < a? (3) b? < a? < ¢?
(4) c? < b? < a? (5) ¢? < a? < b? (12 pont)

Megoldas: (1) igaz, hapéldaula = 1,b = 2,c = 3.
(2) igaz, hapéldaul a = —=3,b = —1,c = 2.

(3) igaz, hapéldaul a = —2,b = 1,c = 3.

(4) igaz, ha példaul a = —=3,b = =2,¢c = —1.

Ha c? < a? < b?, akkor |c| < |a| < |b].
Mivel a < c és|c| < |al,igya < 0 < c.
Mivel b < c és|c| < |b],igy b < 0 < c.
Ezekbdl a < 0, b < 0, és a® < b?, igy b < a < 0, ami ellentmond az a < b < c feltételnek.

Az (5) allitas sosem teljestil.
Az els6 négy kérdés tisztazasa 2-2 pont. Az 6tddik kérdés helyes indoklasa 4 pont.

2. Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szamot nevezziink egoistanak, ha minden
szamjegye annyiszor szerepel a szdmban, amennyi maga a szdmjegy. Egoista szam példaul a
1424442. Hany hétjegyli egoista szam van? (15 pont)

Megoldas. Egy hétjegyli egoista szamban 1év0 kiilonbdzo szamjegyek 6sszege 7. (Ha példaul
kétféle szamjegy van, a €s b, akkor ezekbdl a, illetve b darab van, és ezek kiadjak a hétjegyt

szam Osszes szamjegyét, tehata + b = 7.) 2 pont
A szamjegyek kozott nem lehet 0. A 7-et kell kiilonb6zdé szamok (szamjegyek) Osszegeire
bontani, hogy megtalaljuk az egoista szdmokat. 2 pont
7 = 7 esethez a 7 db 7-esbdl all6 szamok tartoznak. 1 ilyen szam van. 1 pont

7 =1+ 6 esetaz | db 1-est és 6 db 6-ost tartalmazd szamokat jelenti. 7 ilyen szam van, hiszen
az 1-es 7-féle helyiértéken allhat. 1 pont

7 =2+ 5eseta2db2-estés 5 db 5-0st tartalmazo szamokat jelenti. (;) = 21 ilyen szam van.
2 pont
7 = 3 + 4 eseta 3 db 3-ast és 4 db 4-est tartalmazo szdmokat jelenti. (;) = 35 ilyen szdm van.
2 pont



7 =1+ 2 + 4 esetén a szamjegyek (1, 2, 2,4, 4, 4,4). Ezekbol 7: = 105 szam képezheto.
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2 pont
A hétjegyli egoista szamok szdma: 1 + 7 + 21 + 35 + 105 = 169. 3 pont
3. Az dbran az f(x) = x3 — x? — 4x + 4, x € R fliggvény grafikonjat latjuk.
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Hatarozza meg az M, N, K pontok koordinatait. (13 pont)

Megoldas. A fiiggvény az y-tengelyt az N pontban metszi, az x = 0 helyettesités adja a pont

masodik koordinatajat. 2 pont
x = 0 helyettesitésre x> — x? — 4x + 4 értéke 4. 1 pont
gy N(0; 4). 2 pont
Az M és K pontok a fiiggvény zérushelyeit jelolik. 2 pont
x3—x?—4x+4=x*(x-1D)-4x-D=x*-Dx-1D=x-2)x+2)(x—-1)

3 pont
Az x = —2,1, 2 z¢érushelyek koziil a két sz€lsot jeloli M és K. 1 pont
Ez a két pont: M(—2;0) és K(2;0). 2 pont

4. Mekkora a paralelogramma keriilete, ha egyik szogének szogfelezdje az egyik oldalt 7 és 14
egység hosszu részekre vagja? (16 pont)

Megoldas. Az 4 csucsnal 1évo szoget a szogfelezd két egyenld részre osztja: EAB2 = DAEL.

2 pont
Az A és E csucsnal 1év0 szogek valtoszogek, tehat EAB2 = DEAZ. 2 pont
Ezek miatt DAEZ = DEALZ. 2 pont

Tehat a DAE haromszog egyenld szart: DA = DE. 2 pont
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J6 abrékra adjunk 2-2 pontot.

A szogfelezd a paralelogramma DC oldalat kétféle modon oszthatja 7 és 14 egység hossza

részekre, DE = 7 vagy DE = 14. Ennek megfeleléen DA = 7 vagy DA = 14. 2 pont
fgy a paralelogramma két oldala 7 és 7 + 14 = 21, ekkor a keriilet 2(21 + 7) = 56; vagy 14
és 14 + 7 = 21, ekkor a keriilet 2(14 + 21) = 70. 2 pont
5. Oldja meg a tg x + ctg x = 2 sin 2x egyenletet a valos szdmok korében! (14 pont)
Megoldas. Az egyenlet bal oldala a + % alaku, ahol a = tg x. 2 pont
A bal oldal értéke (ha pozitiv) legalabb 2, a jobb oldal értéke legfeljebb 2. Egyenldség csak ugy
lehet, ha mindkét oldalon 2 4ll. 2 pont
Ha negativ érték all a bal oldalon, akkor mindkét oldalon —2 all. 2 pont
Tehat a megoldasokat a
{ tgx =1
sin2x =1

ésa

{ tgx =—1

sin2x = -1

egyenletrendszerek megoldésai adjak. 4 pont
Ezek a megoldasok: x = % +k g, ahol £ tetszdleges egész szam. 4 pont

6. Tekintsiik az alabbi egyenldtlenségeket.
D2x+y>0 2Q)x—y>0 B)x—-2y>0 4)y—2x>0
Vannak-e olyan x, y valds szdmok, melyekre
a) mind a négy egyenldtlenség teljesiil?
b) egyik egyenlétlenség sem teljesiil?
¢) pontosan két egyenldtlenség teljesiil?
(15 pont)

Megoldas. Tekintsiik a koordinatarendszerben a
2x+y>0,x—y>0,x—2y >0,y — 2x > 0 félsikokat.
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(2x+y=>0 @Qx—y>0 3)x—2y=>0 #Hy—-2x>0

a) Lathatd, hogy mind a négy félsiknak nincs k6z0s belsé pontja, ezért nincs olyan x, y valds
szam, melyekre mind a négy egyenl6tlenség teljesiil. (Tehat a valasz: NINCS.)

b) Lathato, hogy a sik barmely pontja rajta van legalabb az egyik félsikon, ezért barhogyan
valasztunk x €s y valos szamot, azok legalabb az egyik egyenldtlenséget teljesitik. (A valasz:
NINCS.)

¢) Van olyan szampar, példaul x = 1, y = 3, melyekre pontosan két egyenldtlenség teljesiil. A
2x+y >0, y—2x>0 egyenldtlenségek teljesiilnek, és az x—y >0, x—2y >0

egyenldtlenségek nem.
Mindegyik kérdés helyes indoklassal 5 pent. Ha nincs indoklés, csak helyes valasz, arra adjunk 1 pontot.

7. Hany olyan 10-nél kisebb pozitiv egész szamokbol all6 (a, b, ¢) rendezett szamharmas van,
melyre a - b - ¢ oszthatd 20-szal? (15 pont)

Megoldas. Két esetet vizsgalunk.

Az elsd esetben a harom szam egyike 5, és a masik kettd paros. 2 pont
Ekkor 3 -4 -4 = 48 lehetdség van: az 5 pozicidja 3-féle lehet, és a paros szamot mindkét
helyen 4-féleképp valaszthatjuk. 2 pont

A masodik esetben a hdrom szam egyike 5, és a masik kettd egyike paratlan, mig a masik 4-
gyel oszthato. Itt a lehetdségeket szétvalasztjuk aszerint, hogy a harom szam kozott egy vagy
két 5-0s van. 2 pont
Nézziik, ha csak az egyik szdm 5-0s. Az 5 ¢és a 4-gyel oszthatd szam helyét 3 - 2-féle modon
jelolhetjiik ki; a 4-gyel oszthatd szdmot 2 szam koziil valasztjuk; az 5-t6l kiilonb6z6 paratlan
szam 4-féle lehet (1, 3,7,9). Ez3 -2 - 2 - 4 lehetOség. 2 pont
Ha a péaratlan szdm 5, akkor a harom szam kozil kettd 5, a harmadik 4-gyel oszthat6, ez 3 - 2
szamharmas. 2 pont
Ezek egyiitt 3-2-2-4 + 3 - 2 = 54 lehetdséget jelentenek. 2 pont

Ez a két lehetdség van: egy paratlan szam van kozottiik, ez az 5; illetve két paratlan szam van
¢s egy paros (ekkor a paratlanok koziil legalabb az egyik szam 5, a paros pedig 4-gyel oszthato).
Mas lehetdség nincs. 1 pont
A két eset alapjan a szamhéarmasok szdma Osszesen 48 + 54 = 102. 2 pont



