12. évfolyam gimnazium, I. forduloé

Pontozasi utmutato

1. Az A ={1;2;3;...; 400} halmaz elemeit parokba rendezziik ugy, hogy a halmaz minden
eleme pontosan egy parnak legyen tagja. Az igy kialakulo parok mindegyikére képezziik
a part alkoto két szam Osszegét.
a) Bizonyitsuk be, hogy nem lehet a kapott osszegek mindegyike 3-mal oszthato.
b) Lehetséges-e, hogy a kapott 6sszegek mindegyike oszthato 5-tel?
a) Ha a kialakulo parok mindegyikében 3-mal oszthaté lenne a szamok
Osszege, akkor az els6é 400 pozitiv egész dsszege is 3-mal oszthato lenne. 1 pont
Az els6 400 darab pozitiv egész szam Osszege ugyanakkor
401 -400
1+2+--+400 =———=401-200 = 80200,

2 2 pont
ami nem oszthat6 3-mal, 1 pont
igy nem lehet minden par 6sszege 3-mal oszthato. 1 pont

b) A kapott 6sszegek mindegyike lehet 5-tel oszthato. 1 pont
Az egész szamok 5-6s maradéka 0, 1, 2, 3 vagy 4 lehet. Osszuk az elsé 400
darab pozitiv egész szamot a fenti 5 csoportra. Ekkor minden csoportba 80
darab szam kertil. 2pont
A 80 darab 5-tel oszthatdo szamot tetszéleges modon parba allithatjuk,
minden parban 5-tel oszthato lesz a szdmok Gsszege.
Az 5-tel osztva 1 maradékot ado szdmokat a 4 maradékot ado szamokkal
tetszoleges modon parba allitva 5-tel oszthat6 lesz a parok Osszege.
Ehhez hasonl6an az 5-tel osztva 2 maradékot ad6 szdmokat a 3 maradékot
ad6 szamokkal tetszéleges modon parba allitva 5-tel oszthatd lesz a parok
0sszege.
Ezzel belattuk, hogy a parba allitds megvalosithato. 2pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:

1. A versenyzé az a) részre maximalis pontot kaphat, ha arra hivatkozik, hogy a parba adllitas
soran 3-mal oszthato szamnak csak 3-mal oszthato szam lehet a parja, de az elsé 400
darab pozitiv egész szam kozott paratlan sok 3-mal oszthato szam van, ezért a parba allitas
nem valosithato meg.

2. A b) részre barmilyen jo példa megadasa esetén maximalis pontszam adhato.




Egy szamtani sorozat elsé tagja 5, n-edik tagja 12, k-adik tagja 13 (k > n).
a) Bizonyitsuk be, hogy az n szam 7-tel osztva 1 maradékot ad.
b) Szamitsuk ki a k szam 8-cal adott osztasi maradékat.

Az {a,} szamtani sorozat tagjaira: a; = 5, a,, = 12, a, = 13.
Ha a sorozat differencidjat d jeldli, akkor

(1) 54+ (n—1)d =12,

() 5+ (k—1)d =13.

1 pont

A (2) és (1) egyenloségek megfeleld oldalainak kiilonbsége:
(k—1)d—(n—-1)d =1,
(k—n)d = 1.

2 pont

Mivel a sorozat differencidja 0-t6] kiillonbozo, ezért
1
Ck-n

amit az (1) osszefiiggésbe helyettesitve

1
5+(Tl—1)'m:12,

amibo6l
(3) n—1=7(k—n).

2 pont

Rendezés utan adodik, hogy
n=7k—-n)+1,
amibdl kovetkezik, hogy az n szdm 7-tel osztva 1 maradékot ad.

2 pont

b)

A (3) 0sszefiiggésbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
8n—1="7k,
majd mindkét oldalbol 8k-t elvéve
8(n—k)—1=—k,
végiil —1-gyel szorozva
k=8(k—n)+1.

2 pont

A k szam 8-cal osztva 1 maradékot ad.

1 pont

Osszesen:

10 pont

2

Az f fiiggvényt az f(x) = Vx — 1 — Nrzs N
hozzarendelési szaballyal értelmezziik.
a) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomdnyat.

b) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat értelmezési tartomdanydnak azon a részhalmazan,

amelyek 8-nal nem nagyobb szamokbdl allnak.

Anégyzetgyok alatt nemnegativ szamok éallnak, ezért x + 1+>0¢ésx — 1 > 0,
amelyekbdl x > 1.

1 pont

A tort nevez6jében nem allhat 0, ezért Vx + 1 —vVx — 1 # 0, ami minden
valds x-re teljesiil,

1 pont

ezért a figgvény értelmezési tartomanya: [1; ool.

1 pont




b) Az f hozzarendelési szabalydban szerepld tort nevezdjének gyoktelenitése
utan kapjuk, hogy
2 B 2(Vx+1+Vx —1) B
Vi+l-vx—-1 (Wx+1-Vx—-1)Vx+1+vVx—1)
2(Vx+1++vVx—1
= ( )=\/x+1+\/x—1.
x+1D)—-(x—-1) 3 pont

Ezt felhasznalva

f)=vx—1-(Wx+1+Vx—1)=—Vx+1. 1 pont

Az ffiiggvény grafikonja a megfelelé halmazon:

3 pont*

Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzé a fiiggvény abrazolasanal az értelmezési tartomanyt figyelmen
kiviil hagyja, akkor a *-gal jel6lt pontokbol legfeljebb 1 pontot kaphat.

4. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.
2 2
x

1
(5_2) T T T a2 10

Mivel 1 — 4x + 4x% = (1 — 2x)?, 1 pont

, R 1
ezért x + 0 és x # -
2 1 pont

Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:

(1_2x>2+9( - )2—10
x 1-2x/ 1 pont

_ 2
Vezessikk beay = (%) helyettesitést, ekkor

+9 ! 10
y = ’
y
amibdl
A kapott egyenlet megoldéasai: y = 1ésy = 9. 1 pont

Az =2 kifejezés lehetséges értékei: 1, —1, 3, —3. %
x 1 pont




Ha 2% = 1, akkor x = §

Ha 1—xe = —1, akkor x = 1.

Ha 2% = 3, akkor x = %

1-2x

Ha — = —3, akkor x = —1. 2 pont*

Az egyenletnek a fenti négy megolddsa van. Ellendrzés mutatja, hogy valdéban

mind kielégiti az egyenletet. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:
1. Ha a versenyzo nem talalja meg mind a négy megoldast %—r@, akkor a *-gal jelolt

pontokbdl legfeljebb csak 1 pontot kaphat.
2. A harmadik sorban szerepl6 egyenlet az alabbi modszerrel is megoldhato:

o Teljes négyzetté alakitas utdn:

1-2x x \2 1-2x  «x
( x +3.1—2x> —z3 x 1-2x
o A megfelel6 miiveletek elvégzése utdin
1-—-2x x \°
( x +3.1—2x> =16,

x
= —4,
1-2x

o A kapott egyenletek mindegyike masodfoku egyenletre vezet.

10.

amibé’lﬂ+3-4=4vagyﬂ+3-
x 1-2x X

5. Az ABCD téglalap AB oldalanak A-hoz, BC oldaldnak B-hez, CD oldalanak C-hez,
valamint DA oldaldnak D-hez legkozelebb es6 negyedeld pontja rendre P, O, R, valamint
S. A téglalap egy belsé T pontjara teljesiil, hogy a PTOB négyszog teriilete harmadrésze
az ABCD téglalap teriiletének. Mekkora az STRD négyszog és az ABCD téglalap
teriiletének aranya?

Abrit készitiink a feladat szovege alapjan. A téglalap 4B oldaldnak hosszat a-val, BC
oldalanak hosszat b-vel jeloljik. A T pontbol a téglalap oldalaira merdlegeseket
allitunk és a T pont 4B oldaltdl valo tavolsagat x, a BC oldaltol valo tavolsagat y
jeloli. Ekkor a Tpont CD oldaltél valo tavolsaga b — x, a DA oldaltdl valo tavolsaga

a—y.

O

1 pont




A PTOB négyszog teriilete a PTB és a BTQ haromszogek teriiletének dsszege, ezért

3 1
T _Zax+zb}’_3ax+by
PTQE ™ 9 2 8 2 pont
A feladat feltétele alapjan a PTQOB négyszog teriilete az ABCD téglalap
teriletének harmadrésze, ezért
3ax+ by ab
g8 3’
amibdl
8
(1) 3ax + by = gab. 2 pont
Az STRD négyszog teriilete az STD és a DTR haromszogek tertiletének 0sszege,
igy
1 3
zbla=y) zalb-x) 4ab-by-3ax
Tsrrp = + = .
2 2 8 2 pont
Az (1) Osszefliggést felhasznalva
8
T _4ab—(3ax+by)_4ab—§ab_1 b
STRD = 8 B 8 6 2 pont

Az STRD négyszog ¢és az ABCD téglalap teriiletének aranya %. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

6. Egy négyzet csiicsainak koordinatai: (0;0),(2;0),(2;2) és (0;2). Az y=ax+b

2
egyenletii egyenes felezi a négyzet teriiletét, tovabbd az y = x? egyenletii parabolat két

olyan pontban metszi, amelyek elsé koordinatainak kiilonbsége \13. Hatarozzuk meg az

a és a b paraméter értéket.

Megmutatjuk, hogy ha egy egyenes felezi egy négyzet teriiletét, akkor az egyenes

atmegy a négyzet kdzéppontjan. 1 pont
A fenti allitas a négyzet atloira nyilvanvaloan igaz.
Tegytik fel, hogy egy egyenes az ABCD négyzet két szomszédos oldalat metszi,
az AB oldalt P-ben, az AD oldalt O-ban. Ekkor az APQ haromszog teriilete kisebb
az ABD haromszog teriileténél, igy a PO egyenes nem oszthatja két egyenld
tertiletli részre az ABCD négyzetet.

D C

@
A B
P\ 1 pont




Tegylik fel, hogy egy egyenes az ABCD négyzet két szemkdzti oldalat metszi, a
BC oldalt P-ben, az AD oldalt O-ban ¢és az egyenes nem megy at a négyzet O
kozéppontjan. Jelolje T az OQ egyenes és a BC oldal metszéspontjat. Az OQ
egyenes az ABCD négyzetet két egybevagd részre bontja, ezért az ABTQ trapéz
teriilete épp az ABCD négyzet teriiletének a fele.

A P és a T pontok kiilonboznek egymastol, ezért P a BT vagy a CT szakasz bels6
pontja. Ha a P pont a BT szakasz bels6 pontja, akkor az ABPQ négyszog teriilete
kisebb az ABTQ trapéz teriileténél, igy a négyzet teriiletének a felénél is.

A négyzet kdzéppontjara nem illeszkedd egyenes ezek szerint nem felezheti a
négyzet teriiletét.

A

1 pont
A feladatban szereplé négyzet kozéppontja O(1;1). Mivel az y =ax+b
egyenleti egyenes felezi a négyzet terliletét, ezért az O pont illeszkedik az
egyenesre, igy
2
Az egyenes ésazy = x? egyenletli parabola metszéspontjainak koordinatéira
© axtb
> =ax+b,
A kapott egyenlet gyokei:
2a +V4a?+8b 2a —V4a? +8b
X1 = ,xz = .
2 2 1 pont
A metszéspontok elsé koordinatainak kiilonbségére
X1 — Xo =\/4‘a2+8b = V13,
amibdl
Az (1) Osszefliggés alapjan b = 1 — a, amit felhasznélva adodik, hogy
4a’> +8(1—a) = 13,
amibdl azt kapjuk, hogy
. , iy o 5, 1
A kapott masodfoku egyenlet gyokei: a = Sésa=—-. 1 pont
A feladatnak két megoldasa van: a = E, b=—2ésa=— 1, =23
2 2 2 2 1 pont
Osszesen: | 10 pont




