11. évfolyam technikum, I. fordulo

Pontozasi utmutato

1. Egy utcaban két parkoloautomata van, mindegyiknél csak pénzérmékkel lehet fizetni. A
masodik automataban 4%-kal t6bb érme van, mint az elsében. Ha az elsé automatdabol
kivennék az érmék 48%-at, a masodikbol pedig 260 darabot, akkor az elso és a masodik
automataban marado érmék szamanak aranya 3:4 lenne. Hany pénzérme van az egyes

automatakban?

Jelolje az els6 automatéban 1év6 érmék szamat x. Ekkor a masodik automataban
1év6 érmék szama 1,04x.

1 pont
Ha az elsé automatabol kivennénk az érmék 48%-at, a masodikbol pedig 260 ’
darabot, akkor az elsOben 0,52x, a masodikban 1,04x — 260 darab érme
maradna. 2 pont
A feltételek alapjan felirhato egyenlet:
0,52x 3
1,04x — 260 4 2 pont
A nevezdkkel valo szorzas utan adodik, hogy
2,08x = 3,12x — 780. 1 pont
A kapott egyenlet megoldasa x = 750. 1 pont
Az elsd automatiban 750 darab, a masodikban 780 darab érme van. 2 pont
Ellendrzés mutatja, hogy a kapott eredmény valoban megoldasa a feladatnak. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

2. Zsofi szabalyos dobokockaval egymds utan addig dob, amig valamelyik szamot

negyedszerre dobja. Dobdsainak eredményét egymas mellé lejegyzi.
a) Hany olyan dobassorozat van, amelyik pontosan 19 dobas utan ér véget?

b) Mi lehet a Zsdfi altal utoljara dobott szam, ha dsszesen 18-szor dobott és a lejegyzett

szamok osszege 68?

a) A dobassorozat csak ugy lehet 19 hosszisdgu, ha az utolsénak dobott szamot

4-szer, a tobbit 3-szor dobjuk. 1 pont
Az els6 18 dobas soran mind a 6 szamot 3-szor kell dobnunk, ezért az elso
18 dobas lehetdségeinek szama
18!
(3N¢ 2 pont
Az utolsé dobas a 6 szam koziil barmelyik lehet, 1 pont

ezért a 19 dobas utan véget éré dobassorozatok szama
18!

6" B

1 pont




b) Jelolje a Zsofi altal 4-szer dobott szamot x. Ekkor Zsofi a tobbi (x-tdl
kiilonbozd) szamot Gsszesen 14-szer dobta, ami csak ugy lehetséges, ha az

egyik szamot 2-szer, a tobbi négyet 3-szor dobta. 1 pont
Jeldlje y azt a szamot, amit csak 2-szer dobott. Ekkor az elsé 17 dobés kozt
csak az y-szerepel 2-szer, a tobbi 3-szor, ezért az elsé 17 dobasanak 0sszege
3:(14+24+3+4+5+6)—y=63—y, 2 pont
igy az 0sszes dobasanak Gsszegére
63—y +x =68,
amibdl x —y = 5. 1 pont
Ennek egyetlen megoldasa x = 6, y = 1, ezért Zso6fi utoljara csak 6-ost
dobhatott. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.
2x* -8  x*+x—6
Vix—1Vx+5 VxZ+4x—5
Megvizsgaljuk az egyenlet értelmezési tartomdnydt. A négyzetgyokos
kifejezések, valamint a tortek miatt x > 1,x > —5és x* + 4x — 5 > 0. 1 pont
A kapott méasodfoku egyenl6tlenség bal oldalan all6 kifejezés szorzattd bontott
alakja x2 + 4x — 5 = (x — 1) - (x + 5), ezért az egyenlétlenség megoldasa
x > 1vagy x < —5. 1 pont
Osszevetve a kapott feltételeket kapjuk, hogy x > 1 esetén értelmezhetd
mindegyik kifejezés. 1 pont
Az egyenletben szerepld masodfoku kifejezések szorzatta alakitisa utdn az
egyenlet a
2x-2)(x+2)  (x+3)(x—2)
Vi—1-Vx+5 Jx—1D(x+5)
alakban irhato. 2 pont
Az értelmezési tartomdnyon a két oldal nevezdje megegyezik, ezért
2 —2)(x+2) = (x+ 3)(x — 2). 1 pont
Nullara redukalés és kiemelés utan kapjuk, hogy
x—-2)2x+4—-x-3)=0,
x—2)(x+1)=0. 1 pont
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért x; = 2, x, = —1. 1 pont
Az x > 1 feltételnek x, nem tesz eleget, ezért az egyenlet egyetlen megoldéasa
X =2 1 pont
Ellendrzés mutatja, hogy a kapott eredmény valoban megoldasa a feladatnak. 1 pont
Osszesen: | 10 pont




4. Legyen A azoknak a pozitiv haromjegyii szamoknak a halmaza, amelyeknek az utolso
szamjegye 0-t6l kiilonbozd. Az A halmaz minden x eleméhez hozzdrendeljiik az |x — y|
ertéket, ahol y az x szamjegyeinek megforditasaval kapott haromjegyii szamot jeloli.
Példaul az 532-hoz az |532 — 235| = 297 szamot rendeljiik.

a) Hany olyan eleme van az A halmaznak, amelyikhez hozzarendelt érték oszthato 6-tal?
b) Adjuk meg azoknak a szamoknak a halmazat, amelyeket valamelyik haromjegyii
szamhoz hozzarendeltiink.

a) Legyen x az 4 halmaz egy eleme. Ekkor x = abc egy haromjegyii szam,
amelyre a # 0,c # 0 teljesiil.
Az x szdm érteke: x = 100a + 10b + c.

Az x-hez tartoz6 y: y = cha = 100c + 10b + a, 1 pont

végiil az x-hez hozzarendelt érték:

lx —y| =199(a - o)l. 1 pont
A 6-tal valo oszthatosag feltétele a 2-vel és a 3-mal valo oszthatosag. Mivel

99 = 3 - 33, ezért a kapott érték biztosan oszthat6 3-mal. 1 pont

Az |x —y| pontosan akkor oszthato 2-vel, ha a —c paros, amibdl

kovetkezik, hogy a és ¢ azonos paritist. Osszesen 5 - 5 = 25 olyan eset van,

amikor mindkettd paratlan, és (tekintettel arra, hogy a és ¢ 0-tol kiilonb5z0)

4 - 4 = 16 olyan eset, amikor mindkettd paros. 2 pont

Mivel a kozépsé szamjegy (b) tetszlleges lehet, ezért a feltételeknek

megfelel6 szamok szdma 25-10 + 16 - 10 = 410. 1 pont
b) Az A halmaz elemeihez azokat a szdmokat rendeltiik, amelyek felirhatok

|99(a — c)| alakban, ahol a és ¢ 0-t6] kiilonb6z6 szamjegyek.

Az |a — c| lehetséges értékei: 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8. 2 pont

Az A elemeihez rendelt szamok halmaza tehat
{0;99; 198; 297; 396; 495; 594; 693; 792}. 2 pont*
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: A hozzarendelt szamok halmazat nem sziikséges elemeinek felsorolasaval
megadni. Barmilyen matematikailag szabatos megaddsi mod elfogadhato.




5. Egy 2 egység oldalu ABCD négyzet BC, illetve CD oldalanak felezépontja rendre E és
F A négyzet BD atloja az AE szakaszt H-ban, az AF szakaszt G-ben metszi. Szamitsuk ki
az EFGH négyszog és az ABCD négyzet teriiletének ardnyat.

Abrat készitiink a feladat szovege alapjan

D F C
T
G
b E
=
A B

Mivel EF kozépvonal a BCD haromszogben, ezért EF és BD parhuzamosak, igy
az EFGH négysz0g trapéz. 1 pont

Az ABCD négyzet BD atldjara BD = 2 -\/2. A BCD haromszog EF kozépvonala
feleakkora, mint a vele parhuzamos oldal, ezért
BD 2-V2

EF =—=——-=V2
2 2 V2 1 pont

A négyzet AC atloja merdleges BD-re, igy merdleges az azzal parhuzamos EF
szakaszra is. Ebbol kovetkezik, hogy ha az AC atl6 az EF szakaszt T-ben, a BD
atlot O-ban metszi, akkor OT egyben az EFGH trapéz magassaga is.

EF _ 2

Az EFC egyenl6 szar derékszogli haromszogben CT = > =5 ezért az EFGH
trapéz magassagara
V2 A2
OT =0C—CT = 2—7=7. Zpont
Az AHG és AEF haromszogek hasonloak egymashoz, hiszen szogeik paronként
megegyeznek. 1 pont

A két haromszog hasonldsaganak A aranya megegyezik a HG és EF oldalakhoz
tartoz6 magassaguk aranyaval, azaz

L4040 V2 2
T AT A0 +0T V2 3
V2 + 2 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy
2
HG = A-EF = =-V2.
3 1 pont
Az EFGH trapéz teriiletére
2
. _HGHEF OT_g'\/?+\/7 vZ 5
EFGH ™ 3 B 2 2 6 1 pont
Az ABCD négyzet teriilete Tygcp = 4, 1 pont

N




igy az EFGH trapéz ¢és az ABCD négyzet teriiletének aranya

TEFGH :i
Tapcp 24

1 pont

Osszesen:

10 pont

nagyobb pozitiv egész szam, és amelyre az
fX)=x3+b-x*+c-x

6. Hatarozzuk meg azokat a (b;c) szampdrokat, amelynek mindkét tagja 100-ndl nem

hozzarendelési szabdllyal értelmezett fiiggvénynek két (kiilonbozo) zérushelye van.

Az f fliggvény hozzarendelési szabalyaban x kiemelhetd:

f(x) =x-(x? + bx + ¢). 1 pont
Vizsgaljuk az
x-(x2+bx+c)=0
egyenletet. Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért az
x = 0 a paraméterek értékétdl fiiggetleniil zérushelye az f fliggvénynek. 1 pont
Az f figgvénynek pontosan akkor van két kiilonb6z6 zérushelye, ha az
x>+ bx+c=0
egyenletnek pontosan egy (0-t6l kiillonb6zd) zérushelye van. 1 pont
Ennek feltétele, hogy az egyenlet diszkrimindnsa O legyen, 1 pont
azaz b* — 4c = 0, igy b? = 4c. 1 pont
Ez utobbibol addodik, hogy ¢ egy 100-ndl nem nagyobb (pozitiv) négyzetszam, 2 pont
azaz c lehetséges értékei: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. 1 pont
A feladat feltételeinek 10 szdmpar tesz eleget, ezeket az alabbi tablazatban
foglaljuk ossze.
b 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 18 | 18 | 20
c 1 4 9 16 | 25 | 36 | 49 | 64 | 81 | 100 2 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: A fenti megoldasok mindegyike esetén valoban két kiilonbozo zérushellyel
rendelkezik az f fiiggvény, hiszen az f-ben szereplé masodfoku tényezonek a 0 egyetlen esetben
sem zerushelye. A versenyzo akkor is megkaphatia a maximalis pontszamot, ha erre nem

hivatkozik, illetve ha a kapott megolddsok helyességet nem ellendrzi.



