12. évfolyam technikum, |I. fordulo

Pontozasi utmutato

1. Anna és Bella mindketten a mult honapban helyezkedtek el egy uj cégnél. A két lany elso

havi fizetésének aranya 10:9, mig kiadasaik aranya 19:18 volt. Fizetése hany szdazalékat

takaritotta meg Anna, ha az elsé havi megtakaritasuk aranya 4:3?

Anna fizetését 10x, Bella fizetését 9x alakban irhatjuk (x > 0). 1 pont
A kiadasok ardnya alapjan Anna 19y, Bella 18y 6sszeget koltott (y > 0). 1 pont
Anna megtakaritasa ekkor 10x — 19y, 1 pont
Bella megtakaritasa pedig 9x — 18y. 1 pont
A megtakaritasok aranya alapjan felirhato a
10x — 19y 4
9x — 18y 3
egyenlet. 2 pont
A nevezokkel valo szorzas, rendezés és 0sszevondsok utan adodik, hogy
15y = 6x,
Sy = 2x. 1 pont
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy Anna megtakaritdsa
10x — 19y =5-(2x) — 19y =5-(5y) — 19y = 6y, 1 pont
megtakaritasanak és fizetésének aranya pedig
6y 6y 6
10x E 25 1 pont
azaz Anna fizetésének 24%-4at takaritotta meg. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
2. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan.
2:4°+6*"=16-2*+8-3"
Az egyenlet bal oldalan is 2-es, illetve 3-as alapt hatvanyokat alakitunk ki:
222X 4 2%.3% = 16-2% + 8- 3%, 2 pont
Az egyenlet 0-ra redukaldsa utan kiemeléseket végziink:
2:2%-(2*—8) +3%-(2*—8) = 0. 2 pont
A bal oldalt szorzatt alakitva kapjuk, hogy
(2 —8)-(2-2% +3%) = 0. 1 pont

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért
2*¥ =8,

vagy
2:2+3% =0,

2 pont

1




Az utdbbi egyenlet bal oldalan két pozitiv értékii kifejezés Osszege all, ezért

ennek az egyenletnek nincs megoldasa. 1 pont

Ha 2* = 8, akkor x = 3. 1 pont

Ellendrzés mutatja, hogy a kapott eredmény valoban megoldasa az egyenletnek. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

3. Legyen A = 240 - 30", ahol n pozitiv egész szamot jelol.
a) Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan pozitiv egész szam, amelyet n helyére
helyettesitve az A szam értéke négyzetszam.
b) Melyek azok az n szamok, amelyekre az A szam értéke egy masik egész szam
harmadik hatvanya?
a) Mivel 240 =2%*-3:5 és 30 =2-3-5,ezért az A szam primtényezds
felbontéasa
A — 2n+4 . 3n+1 . 5n+1_ 2 pont
Azn + 1ésazn + 4 értéke biztosan kiilonboz0 paritasu, ezért az 4 szamban
a2 ¢s a3 (valamint vele egyiitt az 5) kitevdje koziil az egyik paros, a masik
paratlan. 2 pont
A négyzetszamok primtényezds felbontasdban minden primosztd kitevdje
paros, 1 pont
ezért az A szam valoban nem lehet négyzetszam. 1 pont
b) Ha az 4 szdm egy masik egész szdm harmadik hatvanya, akkor A
primtényezds felbontasaban minden primoszto kitevdje 3-mal oszthato. 1 pont
Mivel (n+4) — (n+ 1) = 3, ezért elegend6 azt vizsgalni, hogy n + 1
mely n-ek esetén oszthatd 3-mal (ekkor természetesen n + 4 is ilyen
tulajdonsagu). 1 pont
Azn + 1 értéke pontosan akkor oszthatd 3-mal, ha n 3-as maradéka 2, ezek
azok az n értékek, amely esetén az 4 értéke egy masik egész szdm harmadik
hatvanya. 2 pont
Osszesen: | 10 pont




4. Az ABCD téglalap két csucsanak koordinatai: A(0;0),D(—2;2). A téglalap C csiicsa
illeszkedik az y = 2x egyenletii egyenesre. Hatdarozzuk meg a téglalap hianyzo
csucsainak koordinatdit.

Elsé megoldas

A DA vektor koordinatéi: DA(2; -2).

1 pont
A DC egyenesnek a fenti vektor normalvektora, ezért a DC egyenes egyenlete: °
2x — 2y = =8,
x—y=—4 2 pont
A téglalap C csucsa illeszkedik a DC egyenesre, valamint az y = 2x egyenletli
egyenesre is, ezért koordinatait az
{x —y=-4
y =2x
egyenletrendszer megoldésa adja. 1 pont
Az els6 egyenletbe y = 2x-et helyettesitve x — 2x = —4, 1 pont
amibdl x = 4, 1 pont
illetve y = 8. 1 pont
A C pont koordinatai: C(4; 8). 1 pont
Az AC atl6 O felezépontja: 0(2; 4). 1 pont*
Az O pont az BD szakasz felezOpontja is, ezért ha B(by; b,), akkor
by + (=2) , by +2
— = 2, > = 4,
amibdl b; = 6,b, = 6, és B(6; 6). 1 pont*

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat a versenyzoé akkor is megkaphatja, ha a B csucs

koordindtdit kézvetleniil igy szamolja: AB = AC + CB = AC + DA, amibdl B(6; 6) adédik.




Masodik megoldas

Jelolje a téglalap B cstucsanak koordinatait B(by; by).
Ekkor Zﬁ(bl; b,) és E(—Z; 2).

1 pont
A fenti vektorok merdlegesek egymasra, ezért skalaris szorzatuk 0, amibdl °
kovetkezik, hogy
—2by + 2b, =0,
by = b,. 2 pont
Mivel a C csucs illeszkedik az y = 2x egyenletli egyenesre, ezért ez az egyenes
egyben a téglalap atloegyenese is. EbbOl kovetkezik, hogy a BD szakasz
felez6pontja is illeszkedik az egyenesre. 1 pont
A BD szakasz O felezOpontjara: O (blT_z ; b22+2), és igy
b, + 2 b, —2
2 T
b, = 2b; — 6. 2 pont
Mivel b, = b, is teljesiil, ezért
b, = 2b, — 6,
amibdl b, = 6, 1 pont
¢s B(6; 6). 1 pont
Az atlok O felezépontja: 0(2; 4). 1 pont
Az O pont az AC szakasz felezOpontja is, ezért ha C(cy; ¢,), akkor
¢ +0 . 10
> =2,6s =4,
amibdl ¢c; = 4, ¢, =8, ¢és C(4; 8). 1 pont
Osszesen: | 10 pont

ismerjiik, de azt tudjuk, hogy az alabbi feltételek koziil mindkettot teljesiti:

szdmjegy utani részben szerepel.

Hany probdlkozas sziikséges ahhoz, hogy a széfet biztosan ki tudjuk nyitni?

5. Kolos széfjét egy kilenc szamjegybol allo szamsor nyitja. A széfet nyito kodot nem

o aszamjegyek koztaz 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyek mindegyike egyszer fordul elo,

e a kodban az 1-es szam valahol az 5-0s szamjegy elotti, a 9-es szam valahol az 5-6s

A széfet nyito koddokat az 5-6s szdm helye szerint szamoljuk Ossze. 1 pont
Az 5-0s szdm nem 4llhat az elsd, és a kilencedik helyen. 1 pont
Ha az 5 a masodik helyen all, akkor az 1-es az 1. helyen szerepel, a 9-es helyét
pedig 7-féleképp valaszhatjuk (3. és 9. hely k6zott barhol lehet). 1 pont
A maradék szamjegyeket 6! = 720-féleképp rakhatjuk le, ezért az esetek szama
1-7-720 = 5040. 2 pont*
Ha az 5 a harmadik helyen 4ll, akkor az 1-es helyét 2-féleképp, a 9-es helyét 6-
féleképp, a tobbi szdmjegy helyét 720-féleképp valaszthatjuk, az esetek szama
tehat 2 - 6 - 720 = 8640. 1 pont*




Hasonl6 gondolatmenet mutatja, hogy ha az 5-0s szdm a k-adik helyen all
(2 < k < 8), akkor az 1-es helyét (k — 1)-féleképp, a 9-es szam helyét pedig
(9 — k)-féleképp valaszhatjuk meg, ezért ezeket a szamjegyeket Osszesen
(k — 1) - (9 — k)-féleképp rakhatjuk be a kodba. A maradék szamokat minden

esetben 720-féleképp rakhatjuk sorba. 2 pont
A lehetséges kodok szama ezért
720-(1-7+2-64+3-5+4-44+5-3+6-2+7-1) =60480,
ennyi probalkozas sziikséges Kolosnak ahhoz, hogy a széfet biztosan kinyissa. 2 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd szamitasai soran nem veszi figyelembe az 1-es, 5-0s, 9-es szamok

sorrendjét, akkor a *-gal megjelolt pontokat nem kaphatja meg.

sokszog egy 2 egység sugaru kérrel?

6. Szabalyos sokszogekbol tobbféleképp is alkothatunk az egész sik kitoltésére alkalmas
parkettakat. Ezek kozos tulajdonsaga, hogy a szomszédos sokszogek teljes oldalukkal
erintkeznek, tovabba koztiik sem atfedés, sem hézag nem alakulhat ki. Ilyen sikkitoltés
példaul a négyzetrdcs. Az alabbi parkettarészlet ugy keletkezett, hogy egy ismeretlen
oldalszamu, 1 egység oldalhosszusagu szabdlyos sokszog oldalaihoz felvaltva
négyzeteket és szabalyos hatszogeket illesztettiink. Lefedheto-e az ismeretlen oldalszamu

Jelolje az ismeretlen oldalszamu szabalyos sokszog belsd szogét a. A parketta
csucspontjaiban ekkor

a+ 120° + 90° = 360°,
amib6l o = 150°.

2 pont

Ha a szabdlyos sokszdg oldalainak szdmat » jeloli, akkor egy belsd szogére
(n—2)-180°
n

aminek megoldasa n = 12. Az ismeretlen oldalszdmu szabalyos sokszdgnek 12
oldala van.

= 150°,

2 pont

A szabalyos sokszdget lefedd korok koziil a sokszog koré irhatd kornek a
legkisebb a sugara, ezért kiszamoljuk a 12-sz6g koré irhatd kor sugarat.

1 pont

Jeloljik O-val a parkettaban szerepld szabalyos sokszog koré irhatdo kor
kozéppontjat, A-val és B-vel egyik oldalanak két végpontjat, 7-vel az AB szakasz
felez6pontjat. Ekkor az ATO haromszog derékszogl, és AO a sokszog koré irhatd
kor sugara, melyet az abran R jelol.

1 pont




Ha az AOB Z-ct f jelli, akkor f = 22 = 30°.

2 1 pont
Az AOT derékszogli haromszogben
B AT
Sll’lE = ?,
amibdl
AT 0,5
k= sin15°  sin15° 1,9319. 2 pont*
Mivel R < 2, ezért a szabalyos 12-sz6g lefedhetd egy 2 egység sugaru korrel. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt részt természetesen kozelité értékek hasznadlata nélkiil is

megkaphatjuk. Addicios osszefiiggések segitségével kapjuk, hogy

sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° - cos 30° — cos 45° - sin 30° =

amibol

2 VJe+2
Ve—-v2 2

V6-2
=




