Javitasi utmutato
11. osztaly, gimnazium
Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen

megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan! (10 pony)
VX2 +1+/x2 -3 =2

Megoldas. Legyen a = Vx2 + 1 és b = Vx2 — 3. 2 pont
Az eredeti egyenlet alapjan a + b = 2. 1 pont
a? =x%+1,b%? =x%-3.

Ezért a® — b? = 4. 2 pont

Tehat az egyenletrendszeriink igy irhato:

{ a+b=2

a’ —b? =4

A masodik egyenletnél végezziik el a b = 2 — a helyettesitést: a®> — (2 — a)? = 4. 2 pont
Innen a? — (4 — 4a + a?) = 4, azaz a = 2. 1 pont
Mivel a = VxZ + 1 = 2, igy x? = 3, x = ++/3. Ellenérzés mutatja, hogy ezek megoldasok.

2 pont

Megjegyzés. A feladat 2008. majusaban az emelt szintii érettségi 2. feladata volt. A javitokulcs 4, ett6l
eltéré megoldast mutat be.

2. Milyen természetes szamot jeldlhet x, ha (x? — 5x)? — 34 értéke (pozitiv) primszdm?
(14 pont)

Megoldas. Mivel x? — 5x értéke paros és paratlan x esetén is péros, ezért (x? — 5x)? — 34

minden x természetes szamra paros, csak ugy lesz prim, ha 2 az értéke. 4 pont
(x? —5x)? — 34 = 2,(x? — 5x)% = 36. 2 pont
Tehat x? — 5x = +6. 2 pont
Hax?—-5x—6=0,(x+ 1)(x —6) =0, azaz x = —1, vagy x = 6. 2 pont
Hax?—-5x+6 =0, (x—2)(x —3) =0, azazx = 2, vagy x = 3. 2 pont

A természetes szamok kozott 3 olyan szdm van, x = 2,3, 6, melyekre az (x? — 5x)% — 34
kifejezés értéke pozitiv primszam. 2 pont



3. Mennyi az értéke? (2+2+3+4+4=15 pont)
(A) Ha 17x + 51y = 85, akkor mennyi 19x + 57y értéke?

(B) Az x3 + ax? + bx + 6 = 0 egyenlet két gydke 2 és 3. Mennyi b — a értéke?

(C) Ha xiZ — i — 1 = 0, akkor mennyi x% + x + 1 értéke?

(D) Melyik az a legnagyobb n egész, amelyre vn + 1 —v/n > % teljestil?

(E) Az a, b, ¢, d valos szémokra% = g = 2 = %teljesﬁl. Mennyi lehet

a+b+c+d , |,
—— értéke?
a+b+c—d

Megoldas. (A) Ha 17x + 51y = 85, akkor x + 3y = 5, innen 19x + 57y = 95. 2 pont
Megjegyzés. A valasz kdzelébe juthatunk, ha talalunk olyan x és y értéket, amelyre teljesiil a megadott
17x + 51y = 85 egyenl6ség. Egy ilyen megoldas x = 2,y = 1.

Ezeket az értékeket helyettesitsiik be: 19x + 57y = 19-2 + 57 -1 = 95.

Most azt tudjuk, hogy 19x + 57y értéke lehet 95.

Azt ebbdl még nem tudjuk, hogy lehet-e méas az értéke.

(B) Helyettesitsiik az x3 + ax? + bx + 6 = 0 egyenletbe a 2 és a 3 szamokat.
x=2esetétn 8 +4a + 2b + 6 = 0.

x = 3esetén 27 +9a+ 3b + 6 = 0.

Az elsd egyenldség kétszeresébdl vonjuk ki a masodik egyenldséget: —11 —a+ b+ 6 =0,
azazb —a = 5. 2 pont

(C) Kiszamolhatnank x értékét ... azonban van egyszerlbb ut.
Szorozzuk az egyenléséget x2-tel: 1 —x — x2 = 0.
Innen 1 = x? + x,azaz x> + x + 1 = 2. 3 pont

D)Vn+1-Vn=———>— tehat vn +vn + 1 < 10.

vn+i+vn © 10’
V24 ++/25 < 5+ 5 = 10, mig V25 + V26 > 5 + 5 = 10, tehat n = 24. 4 pont
(B)Hak =%=2=2="2 akkora = bk, b = ck. c = dk ésd = ak.

Ezeket 6sszeszorozva abcd = abcd - k*.
Mivel abed # 0, igy k* = 1, azaz k = 1 vagy k = —1.
a+b+c+d __a+a+a+a 4a

=—=2

a+b+c—d  ata+a—a 2a

Ha k = 1, akkor

a+b+c+d a—-a+a—a 0
Ha k = —1, akkor = =—=0. 4 pont

a+b+c-d  a-a+a+a 2a

A pontozasrol. A helyes valaszok I-1 pontot émek. Az (E) feladatnal ezekkel 1+1=2 pontot lehet szerezni. A
teljes pontszamot helyes levezetés, indoklés esetén adjuk meg.



4. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11 szamokat ugy irja be a koérdkbe, hogy a
szakasszal 6sszekotott korok koziil a magasabban 1évébe nagyobb szam kertiljon.
Hany kiilonboz0 kitdltés lehetséges? (14 pont)

Megoldas. A fels6 5 korbe kertil az 6t legnagyobb szam: 11, 10, 9, 8 és 7. 2 pont
Kozépen a fliggéleges egyenesen a masodik és harmadik korbe kertiil a 6 és 5.
2 pont
Lent a két fligg6leges vonalra irjuk fel az 1, 2, 3, 4 szdmokat. 2 pont
A 11, 10, 9, 8, 7 szamokbol kivalasztunk kettdt, ezeket nagysag szerinti sorrendben beirjuk a
bal szélen 1évé két korbe, majd valasztunk kettdt a jobb szélsd korparba. Ezeknek a

kitoltéseknek a szama % -3 = 30. 4 pont
Az 1, 2, 3, 4 szdmokat % = 6-féleképp helyezhetjiik el, hiszen kivalasztunk a négy szdmbol

kettot, 6ket beirjuk a bal szélen 1évo agba, és a megmaradt két szamot a jobb szélsé kordkbe.
2 pont
A lehetséges kitoltések szama 30 - 6 = 180. 2 pont

5. Az ABCD négyzet CD oldalanak felezOpontja E. A B cstucsbol az AE szakaszra bocsatott

merdleges talppontja F. Bizonyitsa be, hogy CF = CD. (14 pont)
A D
F
E
B e

1. megoldas. Huzzunk parhuzamost a C ponton at AE-vel, kossiik 6ssze C-t az AB oldal G
felezpontjaval. Mivel BF L AE ¢és CG || AE, ezért BF L CG, tovabba CG felezi a BF szakaszt.
Tehat a BCF haromszognek CG szimmetriatengelye.

A D
F

G E

B C

Ezért CF = CB ¢s CB = CD, igy CF = CD.



2. megoldas. Az ABCD négyzet mellett az abra szerint megrajzoljuk a CDHG négyzetet. Az
AE egyenes azonos az ABGH téglalap AG atloegyenesével. A BGF derékszdgli haromszog

atfogdjahoz tartozo sulyvonala fele az 4tfogonak (gondoljunk pl. a deré¢kszogli haromszog koré
irhaté Thalész-korre).
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CF=§BG = BC = CD.

3. megoldas. A befestett két haromszdg egybevago, a négy megjelolt szog egyenlo.
A BCEF négyszdgben az F' és C csucsnal derékszog van, igy a négyszog hurnégyszog.

A korben az F'C és a BC hurokhoz ugyanakkora keriileti szogek tartoznak, ezért FC = BC.

Mivel a négyzet oldalai egyenldk, BC = CD, igy CF = CD.

4. megoldas. Legyen AB = CD = 2, és szamoljuk ki a CF hosszisagot. Ehhez sziikséglink lesz
a CHF derékszdgli haromszog befogoira.

A D
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A megjelolt két szog egyenld, az EDA, AFB, EHF haromszogek hasonlok. Az EDA
haromszogben a két befog6 aranya 1: 2.

Ha x = AF, akkor FB = 2x, és x? + (2x)? = 22. Innen x = %

Az EDA haromszog atfogoja AE = /5.



— _2
EF =5 =

Az EHF haromszogben a befogdk a hasonlosadg miatt az EF atfogonak is’ illetve %—szérései.

EH = % (\/§ — %) =1- % = %, ¢és az F'H ennek a kétszerese, azaz FH = g.

Felirhatjuk a Pitagorasz-tételt a CHF haromszdgben:

(1+3) + () = crrazmzcr? = (5 + (8) = S50 2 290 -y vagyis cF = 2.

Tehat CF = CD.

5. megoldas. Az ABCD négyzetet az abra szerint helyezziik bele egy négyzetracsba.

A 1 D D

A CF szakasz a négyzetracs 1 X 2-es téglalapjanak az atloja, ahogyan CD is.

A pontozashoz. Részmegoldasnal pontozhatjuk a jo otleteket, illetve vonjunk le pontokat a
kovetkeztetés hidnyossagaiért.

6. Ot pozitiv egész szam atlaga 11, medianja 10, a médusza 7. Mekkora a minta legnagyobb

terjedelme? (14 pont)
Megoldas. A median 10, a modusz 7, igy az elsé harom szam 7, 7, 10. 2 pont
Az 6t szam 6sszege 511 = 55. 2 pont
Az utolso két szam 6sszege 55 — (7 + 7 + 10) = 31. 2 pont
Ez a két szam kiilonboz6 és nagyobb 10-nél.

Tehata+ b =31¢és10<a <b. 2 pont
Akkor legnagyobb b, ha a a legkisebb, a = 11 és ekkor b = 20. 2 pont
Az 6t szam: 7,7, 10, 11, 20. 2 pont

A minta terjedelme 20 — 7 = 13. 2 pont



7. Az ABCD tetraéder éleinek hossza 7, 13, 18, 27, 36 és 41. Ha az AB ¢l hossza 41, akkor

milyen hosszu lehet a CD ¢é1? (19 pont)
Megoldas. Figyeljiik a haromszog-egyenldtlenség teljestilését. 2 pont
Minden ¢élhez két oldallap csatlakozik. 2 pont
A 7 hosszu ¢él a megadott hosszasagokkal csak két esetben alkot haromszoget (7,13, 18) és
(7,36,41). 5 pont
D D
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Az élek elhelyezésére két lehetdség van. Legyen az alaplap rogzitve: (7,36,41), ehhez a
(7,13, 18) lap kétfélekép illeszthetd, ahogyan az abran latjuk. 4 pont

AB = 41¢ésCD = 18 vagy CD = 13. Azels6 eset nem valdsul meg, mert ABD = (13,27,41),
am ilyen oldalakkal nem szerkeszthetd haromszog. 4 pont

fgy egyetlen megoldas van, CD = 13. 2 pont



