Javitasi utmutato
11. osztaly, technikum

Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Egy téglatest testatlojanak hossza 7 cm, felszine 72 cm?. Hany cm az éleinek dsszege?
(10 pont)

Megoldas. Legyen a téglatest harom egy cstcsbdl induld élének hossza a, b és c. Ekkor
{Z(ab + bc+ca) =72
a’+b*+c? =49
4 pont

Nem lehet kiszamolni a két egyenletbdl az élek hosszat, de kiszamolhatjuk az élek dsszegét.
Adjuk 6ssze a két egyenletet: (a® + b? + ¢?) + (2ab + 2bc + 2ca) = 49 + 72 = 121, azaz
(a+b+c)?=121. 4 pont

Ezért a + b + ¢ = 11. A téglatest harom egy csucsbol indul6 élének dsszege 11. 2 pont
Példaul a = 6 cm, b = 3 cm, ¢ = 2 cm megfeleld élharmas.

2. Oldja meg az egyenletrendszert a valds szamok korében. (12 pont)
xX—y=26
x3—y3 = 126}

1. megoldas. y = x — 6, igy x> — (x — 6)3 = 126. 2 pont
Innen x3 — (x3 — 18x2% + 108x — 216) = 126, azaz x? — 6x + 5 = 0. 2 pont
x2—6x+5=(x—-1(kx-5)=0. 2 pont
Ha x = 1, akkor y = —5. 2 pont
Ha x =5, akkor y = —1. 2 pont
Ellenérzés mutatja, hogy az egyenletrendszerbe (x,y) helyére az (1, —5) és (5, —1) szamokat
irva megoldéasokat kapunk. 2 pont

2. megoldas. 126 = x3 —y3 = (x —y)(x? + xy + y?) = (x — y)((x — ¥)? + 3xy). 2pont

Ezért 126 = 6 - (6% + 3xy). 1 pont
Azaz xy = —5. 1 pont
xX—y=26
Xy = —5}
x=y+6,y2+6y+5=0,(y+1)(y+5)=0. 2 pont
Hay = —1, akkor x = 5. 2 pont
Hay = =5, akkor x = 1. 2 pont

Az ellendrzés megmutatja, hogy az egyenletrendszerbe (x,y) helyére az (1,—5) és (5,—1)
szamokat irva valdéban megoldasokat kapunk. 2 pont



3. Mennyi az értéke? (3+3+4+4+4=18 pont)

(A) Ha 17x + 51y = 85, akkor mennyi 19x + 57y értéke?
(B) Az x3 + ax? + bx + 6 = 0 egyenlet két gydke 2 és 3. Mennyi b — a értéke?
y

(C)Ha ﬁ == 3, akkor mennyi x + y értéke?

(D) Ha xiz — i — 1 = 0, akkor mennyi x% + x + 1 értéke?
a+b+c+d

2 értéke?

, , b d _ .
(E) Az a, b, ¢, d valés szdmokra 2=2=2=2 teljesiil. Mennyi lehet
b c d a at+b+c—-d

Megoldas. (A) Ha 17x + 51y = 85, akkor x + 3y = 5, innen 19x + 57y = 95. 3 pont
Megjegyzés. A valasz kdzelébe juthatunk, ha talalunk olyan x és y értéket, amelyre teljesiil a megadott
17x + 51y = 85 egyenloség. Egy ilyen megoldas x = 2,y = 1.

Ezeket az értékeket helyettesitsiik be: 19x + 57y = 19-2 + 57 -1 = 95.

Most azt tudjuk, hogy 19x + 57y értéke lehet 95.

Azt ebbdl még nem tudjuk, hogy lehet-e méas az értéke.

(B) Helyettesitsiik az x3 + ax? + bx + 6 = 0 egyenletbe a 2 és a 3 szamokat.
x=2esetétn 8 +4a + 2b + 6 = 0.

x = 3esetén 27 +9a+ 3b + 6 = 0.

Az elsd egyenldség kétszeresébdl vonjuk ki a masodik egyenldséget: —11 —a+ b+ 6 =0,
azazb —a = 5. 3 pont

KDE7%=3ﬂﬁmx=Hy—D=3y—&
2 =3 akkory = 3(x —3) = 3x — 9.

x-3

Ezeket adjuk Ossze: x + y = 3(x + y) — 12, tehat 2(x + y) = 12, azazx + y = 6. 4 pont

(D) Kiszamolhatnank x értékét ... azonban van egyszeriibb 1t.
Szorozzuk az egyenldséget x2-tel: 1 — x — x? = 0.

Innen 1 = x? + x,azaz x> + x + 1 = 2. 4 pont
(B)Hak =%=2=2="2 akkora = bk, b = ck. c = dk ésd = ak.

Ezeket 6sszeszorozva abcd = abcd - k*.
Mivel abed # 0, igy k* = 1, azaz k = 1 vagy k = —1.
a+b+c+d __a+a+a+a 4a

===2

a+b+c—d  ata+a—a 2a

Ha k = 1, akkor

a+b+c+d a—-a+a—a 0
Ha k = —1, akkor = =—=0. 4 pont

a+b+c-d  a-a+a+a 2a

A pontozasrol. A helyes valaszok I-1 pontot émek. Az (E) feladatnal ezekkel 1+1=2 pontot lehet szerezni. A
teljes pontszamot helyes levezetés, indoklés esetén adjuk meg.



4. Az 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10 szamokat ugy irja be a korokbe, hogy a
szakasszal Osszekotott korok koziil a magasabban 1évébe nagyobb szdm

keriiljon. Hany kiilonboz6 kitoltés lehetséges? (15 pont)

Megoldas. Az els6 sorba csak a 8, 9, 10 kertilhet, 3! = 6-féle sorrendben. 3 pont
A 7 csak a masodik sorba kertilhet. 4 pont
Ezutan a harom egymas alatti szampart gy irom be, hogy a megmaradd 6 szambol valasztok
kettot, 6ket nagysag szerinti sorrendben beirom az elsd agba. Ez 15 lehetdség. 3 pont
Majd a megmaradt 4 szambol valasztok kettdt (ez 6 lehetdség), ket a kdzEépso agon helyezem
el, végiil beirom a megmaradt két szamot a megfelelé sorrendben. 3 pont
A kitoltések szama 6 - 15 - 6 = 540. 2 pont

5. Az ABC derékszogli haromszog befogdin az abra szerint felvettiik az £ és F pontokat. A
haromszog atfogdja AB = 9, tovabba EA = 7 és EF = 2.
B

Mekkora a BF szakasz? (16 pont)

Megoldas. Legyen CB = a, CA = b, CE =p, CF = q és BF = x.
B

a
E
p, 2
c 4 F A
[rjuk fel a Pitagorasz-tételeket az ABC, ECF, ACE, BCF derékszogii haromszogekben:
a? + b? = 92
p? + g% = 22
b2 + p? = 72

a? + g% = x2
2+2+2+2 = 8 pont



Az elsé két egyenlet 6sszegébdl vegyiik el a harmadik egyenletet
(@+b)+@P*+q>) - b*+p>) =92 +22 =72
a’*+q*> =36
Tehat x? = 36. 6 pont
X =6. 2 pont

6. Négy szam atlaga, medianja és terjedelme ugyanaz a szam. A négy szam koziil a legkisebb

17. Mekkora a legnagyobb szam? (10 pony)
Megoldas. Legyen az atlag x, ezért a négy szam Osszege 4x. 2 pont
A median is x, igy a két kozéps6 szam (a masodik és harmadik) 0sszege 2x. 2 pont
A legkisebb szam 17, emiatt a legnagyobb 17 + x, mert a terjedelem x. 2 pont
Ezek utan a négy szam 6sszege 17 + 2x + (17 + x) = 4x, innen x = 34. 2 pont
A legnagyobb szam 17 + 34 = 51. 2 pont
7. Az ABCD tetraéder éleinek hossza 7, 13, 18, 27, 36 és 41. Ha az AB ¢l hossza 41, akkor
milyen hosszu lehet a CD ¢é1? (19 pont)
Megoldas. Figyeljiik a haromszdg-egyenlétlenség teljesiilését. 2 pont
Minden ¢élhez két oldallap csatlakozik. 2 pont
A 7 hosszut ¢l a megadott hosszisagokkal csak két esetben alkot haromszoget (7,13, 18) és
(7,36,41). 5 pont
D D
18 27
4 B
7 36
(

Az élek elhelyezésére két lehetdség van. Legyen az alaplap rogzitve: (7,36,41), ehhez a
(7,13, 18) lap kétfélekép illeszthetd, ahogyan az abran latjuk. 4 pont

AB = 41¢ésCD = 18 vagy CD = 13. Azels6 eset nem valdsul meg, mert ABD = (13,27,41),
am ilyen oldalakkal nem szerkeszthetd haromszog. 4 pont

fgy egyetlen megoldas van, CD = 13. 2 pont



