Javitasi utmutato
12. osztaly, gimnazium
Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen

megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Az n olyan természetes szam, melyre a 2n szamnak 8 pozitiv osztoéja van. Hany pozitiv
osztdja lehet a 3n szdmnak? (10 pony)

Megoldas. Milyen szam lehet 2n, ha 8 oszt6ja van?
8=24=2-2-2,azaz8=7+1=B+1)A+1) =1+ 1)(1+ 1)1+ 1), emiatt 2n
primtényezds alakja: 2n = p”, vagy 2n = p3-q,vagy2n=p-q-r. 2 pont

Ha 2n = p7,akkorp = 2, n = 2°,ésa3n = 3- 2% szdmnak 2- 7 = 14 osztéja van. 2 pont

Ha 2n = p3 - q, akkor 2n = 23 - g vagy 2n = 2 - p3, azazn = 22 - g vagy n = p>. A 3n szdm
lehet 3n = 3 - 22 - q, vagy 3n = 22 - 32, vagy 3n = 3*. Ezen szdamoknak 12, 9, illetve 5 osztdja
van. 2 pont

Ha 2n=p-q-r, akkor n=p-q. Most 3n=3-p-q vagy 3n=3%-q. Ezeknek a

szdmoknak 8, illetve 6 osztdja van. 2 pont
Tehat a 3n szam osztdinak szama 5, 6, 8, 9, 12 vagy 14 lehet. 2 pont
2. Mennyi az értéke? (3+3+3+3+5 =17 pont)

(A)Azx, y, zvalés szamokrax +y + z = 3¢ésx + 2y + 3z = 7. Mennyi x + 3y + 5z értéke?
(B)Haa + i = /13, akkor mennyi |a — % értéke?

(C) Ha 2% = 3 és 3? = 4, akkor mennyi 4" értéke?

(D) Mennyi az (x — 1) + (x — 2)? + (x — 3)? kifejezés legkisebb értéke?

(E) Jeldlje [x] a legnagyobb olyan egész szamot, amely nem nagyobb x-nél. Mennyi n értéke,

haa [V1], [V2],[V3], ..., [Vn] szémok 6sszege 2n?

Megoldas. (A) x +y +z =3, x+ 2y + 3z =7, x + 3y + 5z szamtani sorozatot alkot, azaz
3,7, x + 3y + 5z szamtani sorozat, igy x + 3y + 5z = 11.
Masképp szamolva: x + 3y +5z=2-(x +2y+32) —(x +y + 2) = 11.

(B) Az a +§ = V13 egyenldségbdl egy masodfoku egyenlet adodik, innen szdmolhatjuk a
lehetséges értékeit, és abbol |a — §| értékeét.

Elkeriilhetjiik a masodfoku egyenlet megoldasat, €s az azt kovetd szdmolasokat.
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Gondoljunk arra, hogy (a+z) =a2+;+2 és (a—;) =a2+;—2, ezért a

kiilonbségiik (a + %)2 — (a — l)2 = 4.

a

Tehat 13 — (a —i)z = 4, vagyis (a —i)z =9, igy |a —ﬂ = 3.

(C) Ha 2% = 3, akkor (2%)? = 3P = 4, azaz 2% = 4, tehat ab = 2.
Ezért 4%° = 42 = 16.

(D) Ha a miiveleteket elvégezziik, egy méasodfoku kifejezést kapunk, az ehhez tartozo fiiggvény
grafikonja egy szaraival felfel¢é mutatdo parabola, amely szimmetrikus az x = 2 egyenesre.
Emiatt ezen az egyenesen van a fliggvény minimuma, amely 1 + 0+ 1 = 2.

(B) A [V1], [V2],[V3], ..., [Vn] szdamok értékei 1, 1,1, 2,2, ..., 2,3,3,3,3, ..., é a szamok
atlaga 2, tehat ugyanannyi szdmnak 1 az értéke, mint amennyinek 3.

A szamok kozott harom darab 1-es van, ezért az [\/T], [\/7], [\/§], e [\/ﬁ] szamok kozott az
utolsd haromnak az értéke 3, mig az eldtte levok 3-nal kisebbek. Ez a harom szam [\/5],

[VT), [vT].

Ezértn = 11.

A pontozasrol. Az els6 négy feladat 3 pontos, az (E) kérdés 5 pontos. A helyes valaszok 1-1 pontot érnek. A teljes
pontszamot helyes levezetés, indoklas esetén adjuk meg.

3.Az1,2,3,4,5, 6,7, 8 szamokat igy irja be a korokbe, hogy a szakasszal 6sszekotott korok
koziil a magasabban 1évébe nagyobb szam keriiljon. Hany kiilonbozo kitoltés lehetséges?

(10 pont)
Megoldas. A legfelsé korbe kertil a 8. 1 pont
Az alatt 1év0 szintre, a masodik szinten 1évo egyetlen korbe a tobbi 7 szam koziil barmelyiket
irhatjuk. 2 pont
A megmaradd hat szdmbol a legnagyobb keriil a harmadik szintre, itt nincs valasztasi
alternativa. 1 pont
Az alatta 1év0 két korbe 5 - 4-féleképp irhatunk két szamot. 2 pont
A megmaradt harom szamot a bal oldalon 1évé korokbe 2-féleképpen irhatjuk, hiszen a
legnagyobb kertil feliilre, és a megmaradé két szamot 2-féle sorrendben irhatjuk be. 2 pont

A kitoltések szama 7 -5 -4 - 2 = 280. 2 pont



4. Oldja meg a (logs x) - 10g4§ = log, 3 egyenletet. (11 pont)

Megoldas. Csak pozitiv szam lehet az x. Hasznaljuk a logaritmus azonossagait:

(logz x) - log, > = log; 3,

logs x - 2gsx 1 _1 3 pont
83 logs4  logs2’ pon
Jloggx-1 1
logs x ZlogaZ — Toge? 1 pont
logs; x - (logzx — 1) =2 2 pont
logix —logzx—2=0 2 pont
p e 1,
Az egyenlet gyokei: x; = 368X = 9. 2 pont
Ellenérzés mutatja, hogy ezek megoldasok. 1 pont

5. Egy haromszog két oldaldnak hossza 3 és 7 egység, €s a szdgei szamtani sorozatot alkotnak.
Mekkora a hdromszog harmadik oldala? (14 pony)

Megoldas. Ha a haromszog szogei a« —d,a, a + d, akkor (@ —d) + a + (a + d) = 180°
miatt @« = 60°. 2 pont

Ezzel a 60°-0s szoggel szemben 1év0 oldal hossza 3, 7 vagy x, ahol x a harmadik oldal hossza.

frjuk fel mindegyik esetben a koszinusz-tételt. 2 pont
32=724+x%—-2-7-x-cos60° azaz x? — 7x + 40 = 0. 2 pont
Ennek az egyenletnek nincs valos megoldasa. (A harmadik oldal nem lehet kisebb, mint 3, mert
nem teljesiilne a haromszog-egyenldtlenség.) 1 pont
72 =32+ x%2—2-3-x-cos60° azaz x> —3x — 40 = 0. 2 pont

x% —3x+40 = (x +5) : (x — 8). A pozitiv gydk lesz a haromszdg oldala, x = 8. 1 pont

x?=7%+32-2-7-3"cos60°. 2 pont
Innen x? = 37, innen x = V37. 1 pont
A haromszog harmadik oldaldnak hossza 8 vagy v37. 1 pont

6. Egy szobaban 20-an vannak, lovagok ¢s 10kotok. A lovagok minden allitasa igaz, a 10k6tok
minden allitasa hamis. Mindenki egy allitdst mond, vagy ezt: ,,Legalabb 6t tdlem alacsonyabb
16k6td van a szobaban”; vagy pedig ezt: ,,Legaldbb 6t télem magasabb 10k6td van a szobaban.”
Hany 16kot6 lehet a szobaban, ha nincs két azonos magassagi kozottiik? (18 pont)

Megoldas. A 1okotoket allitsuk nagysag szerint sorba. Ha 10-nél tobben vannak, akkor a 6.
helyen all6 16kotd igazat mondana, igy legfeljebb 10-en lehetnek. 4 pont



Ha 5-nél kevesebb 10koté van, akkor a lovagok hazudnénak. Ez sem lehet, emiatt legalabb 5
160k6t6 van a szobaban. 4 pont
A 10kotok szdmara ezek a lehetdségek maradtak: 5, 6, 7, 8, 9 vagy 10. 2 pont
Ezek mindegyike lehetséges, ha a lovagok magasabbak a 10kotoknél, és az 6t legmagasabb
16k6t6 ezt mondja: ,,.Legaldbb 6t télem magasabb 10kotd van a szobdban”; és mindenki mas
mondja ezt: ,,Legalabb 6t télem alacsonyabb 10k6td van a szobaban.” 6 pont
Tehat a szobaban 1év6 16kotok szama 5, 6, 7, 8, 9 vagy 10. 2 pont

7. Egy tetraédernek mind a hat éle egész hosszusagt. Ot élének hossza 14, 20, 40, 52 és 70.
Mekkora lehet a hatodik é1? (20 pont)

Megoldas. Az ABCD tetraéder hatodik ¢le legyen AD. A megmarad6 6t €l két haromszoglapon
helyezkedik el, melynek egy k6zos éle van, a BC él. 2 pont
Mekkora lehet ez az €1? Figyeljiik a haromszog-egyenldtlenség teljesiilését. Ha példaul 14,
akkor csak egy haromszoget tudunk megépiteni, melynek masik két €le 40 és 52, pedig minden
¢lhez két oldallap csatlakozik. BC = 14 nem lehet. Ugyanigy kizarhato a 20, 40 és a 70 is.

4 pont
Csak egy megoldas van, ha BC = 52, és a két haromszoglap (20,52,70) és (14,40,52).

2 pont

Legyen ABC = (20,52,70). Ekkor a BC élhez csatlakoz6 masik lap 14 és 40 hossz éle kétféle

helyzetben lehet, lasd az abrat. 2 pont
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Mekkora lehet az AD €1 a hosszusaga?
Nézziik az els6 tetraédert. A (70,40, a) lapon az a €l hosszisaga legalabb 31, mig a (20, 14, a)

lapon legfeljebb 33. Itt az AD ¢l hosszusaga 31, 32 vagy 33. 4 pont
Nézzikk a masodik tetraédert. A (70,14, a) lapon az a él hosszisaga legalabb 57, mig a
(20,40, a) lapon legfeljebb 59. Itt az AD €l hosszusaga 57, 58 vagy 59. 4 pont

A tetraéder hatodik ¢éle 31, 32, 33, 57, 58 vagy 59 lehet. 2 pont



