Javitasi utmutato
12. osztaly, technikum

Utmutatis a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok
adasanal kovessiik azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Azx # 1,y # 1 pozitiv szamokra log, y + log, x = 7 teljesiil.

Mennyi (log, ¥)? + (log, x)z értéke? (12 pont)
Megoldas. Emeljiik négyzetre a log, ¥ + log, x = 7 egyenl6séget. 4 pont
(log, ¥)? + (log, x)z +2-log, y-log, x = 49 3 pont
Az ismert azonossag szerint: log, y - log, x =1, 3 pont
igy (logy y)? + (log, x)z =49 — 2 =47. 2 pont

Megjegyzés. Az egyenlet a +§= 7 szerkezetl. Ennek felismerése 4 pont. Az egyenlet megoldasa 2 pont.

Mindkét gydkre ugyanaz a gyokok négyzetdsszege 2 pont, ennek kiszamitasa 4 pont.

2. Mennyi az értéke? (3+3+3+3+3 =15 pon)
(A)Azx, y, zvalés szamokrax +y +z = 3¢ésx + 2y + 3z = 7. Mennyi x + 3y + 5z értéke?
(B)Haa + i = /13, akkor mennyi |a — % értéke?

(C) Ha 2% = 3 és 3P = 4, akkor mennyi 4%? értéke?

(D) Mennyi az (x — 1)% + (x — 2)? + (x — 3)? kifejezés legkisebb értéke?

(E) Az x, y szamokra i’i—;;} = —1 teljesiil. Mennyi % értéke?

Megoldas. (A) x +y+z=3,x+ 2y + 3z =7, x + 3y + 5z szamtani sorozatot alkot, azaz
3,7, x + 3y + 5z szamtani sorozat, igy x + 3y + 5z = 11.
Masképp szamolva: x + 3y +5z=2-(x+2y+3z) — (x +y + z) = 11.

(B) Az a +% = V13 egyenldségbdl egy masodfoku egyenlet adodik, innen szamolhatjuk a
lehetséges értékeit, és abbol |a - %| értékeét.

Elkeriilhetjiik a masodfokt egyenlet megoldasat, és az azt kdvetd szamolasokat.

2

: 1\2 5, 1 . 1% 5 1 .
Gondoljunk arra, hogy (a+z) =a +;+2 és (a—;) =a +;—2, ezért a

kiilonbségiik (a + %)2 — (a — %)2 = 4.

Tehat 13 — (a —%)2 = 4, vagyis (a —%)2 =9.igya—3|=3.

(C) Ha 2% = 3, akkor (2%)? = 3P = 4, azaz 2% = 4, tehat ab = 2.
Ezért 4% = 42 = 16.



(D) Ha a miiveleteket elvégezziik, egy masodfoku kifejezést kapunk, az ehhez tartozo fiiggvény
grafikonja egy szaraival felfel¢é mutatd parabola, amely szimmetrikus az x = 2 egyenesre.
Emiatt ezen az egyenesen van a fliggvény minimuma, amely 1 + 0+ 1 = 2.

(B) 2 = —1,azaz3x +y = —(x — 3y),3x +y = —x + 3y,

x—3y
x+3y x+6x 7x
3x—

innen 4x = 2y, vagyis y = 2x. Ezert y  3x—2x  «x

A pontozasrol. Mind az 6t feladat 3 pontos. A helyes valaszok I-1 pontot érnek. A teljes pontszamot helyes
levezetés, indoklas esetén adjuk meg.

3. Az alabbi négy egyenlétlenség mindegyikének van megoldasa. Adjon meg ilyen x valos

szamot az egyes egyenldtlenségekhez. (12 pont)
(A) 2x < 2% < x? (B) x? < 2x < 2%
(C)x? < 2% < 2x (D) 2x < x2 < 2%

Megoldas. (A) Ha x = —1, akkor 2x = —2, x2 = 1 és 2% = % azaz ekkor 2x < 2% < x2

teljestil. 3 pont
(B)Hax = %, akkor 2x = 1, x% = %és 2% = /2, ekkor x? < 2x < 2%, 3 pont
(C)Hax = %, akkor 2x = 3, x% = %és 2% =+/8, ekkor x? < 2* < 2x. 3 pont
(D)Ha x = 5, akkor 2x = 10, x? = 25 és 2¥ = 32, azaz 2x < x? < 2%, 3 pont

4.Az1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 szamokat Gigy irja be a korokbe, hogy a szakasszal
Osszekotott korok koziil a magasabban 1évobe nagyobb szam keriiljon. Hany

kiilonbozo kitoltés lehetséges? (9 pont)
Megoldas. A 10-et irjuk feliilre. 1 pont
A masodik sorba keriil a 8 és 9 (ez 2 lehetdség), a harmadik sorba a 7. 2 pont

Ezutdn a harom egymas alatti szampart ugy irhatjuk be, hogy a megmaradd 6 szambol
valasztunk kett6t (ez 15 lehetdség), 6ket nagysag szerinti sorrendben irjuk az elsé agba. 2 pont

Majd a megmaradt 4 szambodl kett6t (ez 6 lehetdség), ezeket a kozEépsd agon helyezziik el, végiil
beirjuk a megmaradt két szamot a megfeleld sorrendben. 2 pont

A kitoltések szama Osszesen: 2 - 15 -6 = 180. 2 pont



5. Az ABCD négyzet oldalain az abra szerint felvettiikk az £ és F pontot. DE = 2, BF = 3 ¢és

EAFs = BAF ..
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Mekkora az AE szakasz?

1. megoldas. EAF2 = BAFz = a, igy EABz = 2a, és EAB2 = AED2 = 2a.

Az ADE haromszdget forgassuk el 4 koriil 90°-kal, igy kapjuk az ABE’ haromszdget.
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AFBz4 = 90° — a, ezért az AFE’ haromszdg harmadik szoge:

FAE'2 =180° — (2a + 90° — @) = 90° — a, tehat FAE'2 = AFE'~.
Az AFE’ haromszog egyenld szaru.

Ezért E'A = E'F.

E'F=FE'B+BF =2+ 3 =5,tchat E'A = 5.

Mivel E'A = EA, igy AE = 5.

2. megoldas. EAF2 = BAF£ = a,igy EAB42 = 2a, és EAB2 = AED£ = 2a.
Az AE szakaszon felvessziik a G pontot ugy, hogy GE = DE.

Az EDG egyenld szart haromszog alapon fekvo szogei 90° — a nagysaguak.
Emiatt GDAZ = a.

Az AD oldalon a H pontot ugy vessziik fel, hogy GH L AD.
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AHGA~ADEA és DHGA~ABFA.

(16 pont)
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A hasonlésagokat hasznaljuk: g = % = % . % = % . % = %. 4 pont
GE = DE miatt AG = FB. 2 pont
Az utobbi két egyenldség alapjan AE = AG + GE = FB + ED, azaz AE = FB + ED, vagyis
AE =3+2 =5. 2 pont

3. megoldas. A négyzet oldalanak hossza legyen x. Irjuk fel a négyzet teriiletét az abran

megrajzolt négy haromszog teriiletének 6sszegeként. 2 pont
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xz=x+§x+w+%\/x2+4-\/x2+9-sina. 4 pont
Az ABF derékszogli haromszogben sin a = T 2 pont
fgyazx? = x + %x 4 a3 %\/xz + 4 egyenlethez jutunk. 2 pont
Rendezés utan az x?(x? — 21) = 0 egyenletet kapjuk, mivel x # 0, igy x? = 21. 2 pont
Az ADE derékszdgli haromszdgben x? + DE? = AE?. 2 pont
Innen AE = 5. 2 pont
4. megoldas. FAF2 = BAF£ = a,igy EAB2 = 2a, és EAB2 = AED£ = 2a. 2 pont
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Ha a négyzet oldala x, akkor tg a = % éstg 2a = g . 4 pont
6
_ 2tga . . yg X — —x 6%
Atg2a = e a Osszefliggést hasznalva = 1_(_)2 =y 4 pont
Esetiinkben x # 0, igy x> — 9 = 12, azaz x? = 21. 2 pont
Az ADE derékszdgli haromszdgben x? + DE? = AE?. 2 pont
Innen AE = 5. 2 pont

A pontozashoz. Részmegoldasnal pontozhatjuk a jo otleteket, illetve vonjunk le pontokat a
kovetkeztetés hidnyossagaiért.



6. Hatarozza meg a sik azon pontjainak koordinatait, amelyekb6l az x% + y2 + 2x = 8 és az
x% 4+ y% — 4x — 6y + 4 = 0 korokhoz hiizott érintk 6 egység hosszuak. (18 pont)

Megoldas. A két kor kozépponti egyenlete: (x + 1)2 +y2 =9 és (x — 2)? + (y — 3)? = 0.
4 pont
Tehat a korok kézéppontja 0,(—1; 0) és 0,(2; 3), és mindkét kor sugara 3 egység. 2 pont
Ha a P pontbol az O kozéppontl korhoz huzott PR érintészakasz hossza 6, akkor
0P? =32 + 6% = 45
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Ezért PO? = 45 és PO3 = 45. 3 pont
PO? = 45, azaz (x + 1)? + y2 = 45, ahol a P pont koordintai: (x; y). 1 pont
P02 =45, azaz (x — 2)? + (y — 3)? = 45. 1 pont

Mindkét egyenletben elvégezve a miiveleteket, a két egyenlet kiilonbsége 6x + 6y = 12, azaz

y=2-x. 2 pont
Ezt beirva az elébbi két egyenlet koziil az elsébe (x + 1)% + (2 — x)? = 45. 2 pont
Innen x2 —x — 20 = (x — 5)(x + 4) = 0, igy két pont adédik megoldasként: P; (5;—3) és
P,(—4;6). 2 pont
Ellenérzés mutatja, hogy ezek megoldasok. 1 pont

7. Egy szobaban 20-an vannak, lovagok ¢s 10kotok. A lovagok minden allitasa igaz, a 10k6tok
minden allitasa hamis. Mindenki egy allitdst mond, vagy ezt: ,,Legalabb 6t tdlem alacsonyabb
10k6t6 van a szobaban”; vagy pedig ezt: ,,Legalabb 6t télem magasabb 16k6t6 van a szobaban.”
Hény 16kot6 lehet a szobaban, ha nincs két azonos magassagu kozottiik? (18 pont)

Megoldas. A 1okotoket allitsuk nagysag szerint sorba. Ha 10-nél tobben vannak, akkor a 6.

helyen all6 16kotd igazat mondana, igy legfeljebb 10-en lehetnek. 4 pont
Ha 5-nél kevesebb 10kt van, akkor a lovagok hazudnanak. Ez sem lehet, emiatt legalabb 5
160k6t6 van a szobaban. 4 pont
A 10kotok szamara ezek a lehetdségek maradtak: 5, 6, 7, 8, 9 vagy 10. 2 pont

Ezek mindegyike lehetséges, ha a lovagok magasabbak a 10kotéknél, €s az 6t legmagasabb
10k6t6 ezt mondja: ,,Legalabb 6t télem magasabb 10k6td van a szobaban”; és mindenki mas
mondja ezt: ,,Legalabb 6t télem alacsonyabb 10k6td van a szobaban.” 6 pont
Tehat a szobaban 1év6 16kotok szama 5, 6, 7, 8, 9 vagy 10. 2 pont



