Javitasi utmutato
11. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megoldasokat adnak,
a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok addasandl kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

l.a)Ha x#Yy és x +ﬂ =y +i , akkor mennyi lehet az xy szorzat értéke? (5 pont)
X y
L L 4 4 4(x=y) .

Megoldas. Atrendezés utan x —y = =~ — =, x —y = ==, innen xy(x —y)=4(x-vy).

3 pont
Mivel x =y,

1 pont
igy xy=4.

1 pont
b) Mennyi x* + y?® értéke, ha X +y =5, és X+ y+ X’y + xy* = 24? (8 pont)
Megoldas. x+y+x2y +xy? = (x+y)-([1+xy)= 24.

3 pont
Mivel x+y =5, ezért xy+1=4,8, vagyis xy = 3,8.

2 pont
x*+y® =(x+y) -3xy(x+y)=125-3-38-5=125-57 = 68.

3 pont

2. Oldjameg a v1—x+ |x—2| + |x — 3| = |x — 4] + |x — 5| egyenletet a valds szamok
korében. (10 pont)

Megoldas. v1 — x miatt x < 1.

2 pont
Ha x < 1, akkor az abszolutértékek egyértelmiien feloldhatok.

2 pont
gy az egyenletaz vV1—x+ (2 —x) + (3 — x) = (4 — x) + (5 — x) alakot 6lti.

2 pont
Innen v1 — x = 4.

2 pont

A megoldas x = —15.
2 pont



3. Ot kiilonbdz6 pozitiv egész szambol all6 minta atlaga 21. Mennyi lehet a median értéke?
(13 pont)

Megoldas. Az 6t szam 6sszege 5-21=105.
2 pont

Ot kiilénbdz6 pozitiv egész szam medianja 3-nal kisebb nem lehet, mert koziliik a harmadik
szam legalabb 3.
2 pont

A median lehet 3, ha a szamok 1, 2, 3, 4, 95.
1 pont

A median értéke nem lehet nagyobb 33-nal. Ha mégis, akkor az 6t szdm lehetséges legkisebb
értéke 1, 2, 34, 35, 36, &m ezek 6sszege nagyobb 105-nél.

2 pont
A median legnagyobb értéke lehet 33, ha a szamok 1, 2, 33, 34, 35.
1 pont
A median 3 és 33 kozott barmelyik szam lehet,
2 pont
példaul igy: 1,2, a, 34,68 — a, ahol 3 < a < 33.
3 pont

4. Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszogének szogfelezdje a szemkozti oldalt 4 és 5
egység hosszu részekre osztja. Mekkora a haromszdg teriilete? (13 pont)

Megoldés. A szogfelez6tétel miatt a szogfelez6vel szomszédos két haromszogoldal 4x és 5x.
A derékszogl haromszog masik befogoja a Pitagorasz-tétel miatt 3x.

A

3x
& - .
3x=4+5=9, tehat x =3, igy a ha&romszdg oldalai 4x =4-3=12 és 5x=5-3=15.
9.12

A derékszogli haromszog oldalai 9, 12 és 15, a teriilete t = — = 54 terlletegyseg.

Ha hasznalja a szogfelez6tételt, arra adjunk 5 pontot.

Ha kidertl, hogy a haromsz6g oldalainak aranya 3:4:5, arra adjunk 4 pontot.
A haromszdg oldalai 9, 12, 15, ez 2 pont.

A haromszdg teriilete 54, ez 2 pont.



5. Egy haromszog oldalainak hossza a, b, c. Igazolja, hogy a? + b? + ¢? < 2(ab + bc + ca).
(13 pont)

1. megoldés. A hdromszdg-egyenldtlenség alapjana < b +c¢, b <c+a, c <a+b.
1+1+1=3 pont

Szorozzuk ezeket az egyenl6tlenségeket rendre a, b, c-vel:
a’® < ab + ca, b®> < bc + ab, c? < ca + bc. 2+2+2 = 6 pont

Adjuk 6ssze ezeket: a® + b? + ¢ < 2ab + 2bc + 2ca. 4 pont

2. megoldas. A haromszdg-egyenlétlenség miatt |[a — b| < ¢, |b —c| < a,|c — a] < b.
1+1+1=3 pont

Ezért igazak a kovetkezd egyenl6tlenségek:
a? — 2ab + b? < c?,
b%? — 2bc + ¢? < a?,
c? —2ca + a? < b?.
2+2+2=6 pont

Ezek 6sszege: 2(a? + b? + ¢?) — 2(ab + bc + ca) < a? + b? + c2. 2 pont

Atrendezés utan kapjuk az a® + b% + c? < 2(ab + bc + ca) egyenlétlenséget. 2 pont

6. Az asztalon fekvO nyolc szamkartyan az 1, —2, —3, 4, —5, 7, —8, 9 szdmokat latjuk. A lapokat
megforditjuk, majd valamilyen sorrendben a lapoknak erre az oldalara is felirjuk ugyanezt a
nyolc szdmot. Ezutan kiszamoljuk mindegyik lapnal a rajta 1év6 két szam Gsszegét.
Lehet-e ennek a nyolc szamnak a szorzata a) 0; b) 2; ¢) 4; d) 16?
(16 pont)

Megoldés. A szorzat nem lehet 0, mert a nyolc szam koz6tt nincs olyan, melynek az ellentettjét
is latjuk.
Helyes allitas 1 pont, indoklas 3 pont. Osszesen 4 pont.

A nyolc szam kdzott 6t paratlan és harom paros, emiatt az 6t paratlan szam mogé nem kertlhet
csupa paros szam. Legalabb két paratlan szam mdgott is paratlan szam lesz. Tehat a kartyakon

szamolt 6sszegek kozott lesz két paros, igy a szorzat 4-gyel oszthato. A szorzat nem lehet 2.
Helyes allitas 1 pont, indoklas 3 pont. Osszesen 4 pont.

A szorzat lehet 4, ha a szamparok: (1,-2), (—2,1), (-3,4), (4,-3), (-5,7), (7,-5),
(-8,9), (9,-8).
Helyes allitas 1 pont, indoklas 3 pont. Osszesen 4 pont.

A szorzat lehet 16, ha a szamparok: (1,-2), (—=2,1), (-3,7), (7,-3), (-5,4), (4,-5),
(_8r 9)) (91 _8)

Helyes allitas 1 pont, indoklas 3 pont. Osszesen 4 pont.



7. lgazolja, hogy az f(x) = x? — ax — 1 masodfoku fliggvény grafikonja tetszéleges a valds
paraméter esetén harom pontban metszi a koordinatatengelyeket. Mutassa meg, hogy erre a
harom pontra illeszked6 koron van egy olyan negyedik pont, amely illeszkedik mindegyik
korre. (22 pont)

Megoldas. Az f(x) = x? —ax — 1 parabolanak két zérushelye van, mert az a? + 4
diszkriminans az a parameter minden értékére pozitiv. 4 pont

Az f(x) = x? — ax — 1 parabola az y-tengelyt a —1 pontban metszi. 2 pont

A két zérushely x; és x,. A gyokok és egyutthatok kozti 6sszefuiggés miatt x; - x, = —1, ezért
x1 <0 < x;. 4 pont

A parabola a koordinatatengelyeket az A(x;; 0), B(x,; 0), C(0; —1) pontokban metszi.

y
A

=> X

Helyes abrara 2 pont.
Az ABC haromszog koré irt kor az y-tengelyt metszi még a D(0; d) pontban.
A szelészakaszokra vonatkozo tétel miatt DO - CO = AO - BO,azazd -1 = |x4| - [x,]. 6 pont
Mivel x; - x, = —1, ezért |x;| - |x,| = 1,tehatd -1 =1,d = 1. 2 pont

Tehat az ABC haromszdg kore irt korok, fuggetlenll az a paramétert6l, mindig atmennek a
D(0; 1) ponton. 2 pont



Javitasi utmutato
12. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megoldasokat adnak,
a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok addasandl kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

100 101
1. a) Az X, y egész szamokra x* +— = X teljestil. Mennyi lehet az xy szorzat értéke?
y
(6 pont)
Megoldas. Szorozzunk y*-nel: x*y* +100 =101x°y?.
x“y4 101x2y2 +100=0,
(x?y? —1)x?y? ~100)=0 2 pont
Tehat x*y® =1, vagy x°y*> =100. Ezért xy = +1 vagy xy = +10. 2 pont
Ezeket az ertékeket xy felveszi:xy =1,ha x=1, y=1;xy = -1, hax =1,y = —1;
xy=10,ha x=1, y=10;xy = —10,hax =1,y = —10. 2 pont
b) Ha 3% = 4° = 36, akkor mennyi E+% értéke? (7 pont)
a
1 2 1
Megoldas: Ha 3% =36, akkor3 =362, és 9=2362. Ha 4° =36, akkor 4 = 36" 2 pont
2 1 2.1
Szorozzuk 6ssze a 9 =362 és 4 =36" egyenl6ségeket: 36 =362 . 3 pont
Tehat g+1:1. 2 pont
a b

2. Ot pozitiv egész szambdl all6 minta atlaga 11, medianja 10, a médusza 7. Mekkora a minta

legnagyobb terjedelme? (9 pont)
Megoldas. Az 6t szam 0sszege 5-11=55. 1 pont
A median 10, a modusz 7, igy az elsé harom szam 7, 7, 10. 3 pont
Az utolso két szam a és b, osszegilk 55— (7 +7 +10) = 31. 1 pont

Ez a két szdm kiilonbozé és nagyobb 10-nél. Tehat a+b =31 és 10<a<b. Akkor
legnagyobb b, ha a a legkisebb: a =11, b = 20. Az a azért nem lehet 10, mert akkor két modusz
is lenne. 2 pont

Az 6tszam: 7, 7, 10, 11, 20. A minta lehetseges legnagyobb terjedelme 20—7 =13. 2 pont



3. Az ABC haromszog két oldala AB =12 és AC =9, tovabba az AL szogfelez6. Mekkora az

ABC haromszog terulete, ha az ACL haromszdg teriilete ? teruletegység? (10 pont)
Megoldas. A szogfelezbtétel szerint: CL_AC_9 . 3 pont
BL AB 12
% = -_::ACL , mert ugyanaz a magassag tartozik a haromszogek CL és BL oldalaihoz. 3 pont
ABL
. 90/7 ]
TehatTAﬁzi, / ::i,lgyTABL:%. 2 pont
T 12 T 12 7

A 12 B

Taee =Tact + Taal = ? + g = % =30 teruletegyseg. 2 pont

4. Mekkora az |x;x; + x1x4 + x,x3 — x,x,4| Kifejezés legnagyobb értéke, ahol |x;| < 1,hai =
1,2

,2,3,47? (16 pont)
Megoldas. |x1x5 + x1x4 + X3%5 — X%, = |21 (x5 + x4) + x5,(x3 — x4)| 3 pont
|21 (g + x4) + x2(x3 — x4)| < |21 (5 + x4) | + |22 (x5 — x4)], 2 pont
o1 (xg + x)| + |x2(x3 — x0)| = || - |x3txa] + [22] - |3 — x4] < x5 + x4 + |23 — x§|-

pont
Tehat [x1x3 + x1204 + Xx3 — X224| < x5 + x4| + [x3 — x4].

Az altaldnossag megszoritasa nélkul feltehetjik, hogy x; > x, > 0. 2 pont

EKKOr |x3 + x4| + |3 — x4 = (x5 + x4) + (X3 — x4) = 2x3. 2 pont

Ezek miatt |x;x5 + x1%, + X3x5 — X%, < 2x3 < 2. 2 pont

Az |x1x3 + x1x4 + x3x3 — Xx4| Kifejezés értéke legfeljebb 2, és lehet ennyi az értéke, ha
x;,=1,1i=1,273,4. 2 pont

5. Egy kvalifikacios versenyen 75 asztaliteniszez6 vett részt. Mindenki mindenkivel pontosan
egyszer jatszott, és a mérkdzés valamelyik jatékos gyézelmével zarult. A verseny végén volt 25
olyan jatékos, akik kozul mindenki legfeljebb n-szer veszitett. Mennyi az n lehetséges legkisebb
értéke? (16 pont)

Megoldés. A 25 jatékos egymas kozott 25 - 12 mérkbzést jatszott, és ezeknek a mérkézéseknek
Osszesen 25 - 12 vesztese van. Ezért a 25 jatékos mindegyikének nem lehet 11 vagy annal
kevesebb veresége. Tehat n értéke legalabb 12. 8 pont
Elérhetd, hogy a 25 jatékos mindegyikének 12 veresége legyen. Helyezziik el a 75 jatékost egy
koron, a kivalasztott 25 jatékos legyen piros, a tobbi kék. Egy piros és egy kek jatékos
mérk6zésén mindig a piros gy6z, és minden piros az dramutatd jarasa szerint utana allo 12
jatékost legy6zi, mig az elotte 1évo 12 pirostol kikap. 8 pont



6. Ha az x és y szamokra x2? + y% = 14x + 6y + 6 teljesil, akkor mennyi 3x + 4y legnagyobb
értéke? (16 pont)

1. megoldas. Az x% + y? = 14x + 6y + 6 Osszefliggés egy kor egyenlete.
Atalakitasok utan kapjuk az (x — 7)? + (y — 3)? = 82 egyenletet. A kor kdzéppontja (7, 3),

sugara 8 egyseg. 4 pont
A 3x + 4y = c egyenesek koziil azt az egyenest keressiik, amely ,,feliilrél” érinti a kort, és az
(x,y) érintési ponthoz tartozé 3x + 4y értek lesz a keresett legnagyobb érték. 2 pont

AN

Az érinté merdleges az érintési pontot és a kor kdzéppontot dsszekotd korsugarra. 2 pont
A korsugar meredeksége g. 2 pont
Az abran a befestett derékszogih haromszog hasonlo a 3, 4, 5 oldald haromszdghoz, és az
atfogoja 8 egység. gy x = 7 +§-8 =%ésy =3 +§- g =2, 4 pont
Ezen (x,y) értékekre 3x + 4y = 3 -%+ 4 - % = 1—;7 +1;8 = 73. 2 pont

2. megoldas. Az x% + y? = 14x + 6y + 6 Osszefliggés egy kor egyenlete.
Atalakitasok utan kapjuk az (x — 7)? + (y — 3)? = 82 egyenletet. A kor kdzéppontja (7, 3),

sugara 8 egyseg. 4 pont
A 3x + 4y = c egyenesek koziil azt az egyenest keressiik, amely ,,feliilrél” érinti a kort, és ez
a c erték lesz 3x + 4y keresett legnagyobb értéke. 2 pont
A 3x + 4y = cegyenes és a (7, 3) kdzéppont tavolsaga 8 kell legyen, ekkor €érinti az egyenes
a kort. 4 pont
Az ax + by — ¢ = 0 egyenes és a P(x,; y,) pont tdvolsaga d = oty +hye—cl
) w/aZ +b2
Esetlinkben 8 = %. azaz 8 = '335_C|. 40 = |33 — c|, tehat c = —7 vagy c = 73.

4 pont

A keresett maximalis érték 73. 2 pont



3. megoldas. Legyen k a keresett legnagyobb érték, 3x + 4y = k.

Innen y = %, amit helyettesitsink az x* + y? = 14x + 6y + 6 egyenletbe. 2 pont
A 16x? + (k — 3x)? = 224x + 24(k — 3x) + 96 egyenletet kapjuk. 2 pont
Az a kérdés, mennyi a k paraméter legnagyobb értéke, ha az egyenletnek van valds megoldasa.

2 pont
Az egyenlet diszkriminansa nemnegativ: (3k + 76)? — 25(k? — 24k — 96) > 0. 4 pont
Atalakitasok utan: (k — 73)(k + 7) < 0. 2 pont
A diszkriminans —7 < k < 73 esetén nemnegativ. 2 pont
Ezért a k paraméter lehetséges legnagyobb értéke 73. 2 pont

7. Az ABC szabalyos haromszog belsejében felvettiink egy O pontot, melyre A0? + BO? =
CO? teljesiil. Mekkora az AOB£? (20 pont)

Megoldés. A BOC haromszdget forgassuk el B koril 60°-kal, igy kapjuk a BO’A hdromszdget.
C

6 pont

Az elforgatas miatt AO' = OC. 2 pont
A BO’O haromszog egyenld szari, BO = BO' és a szarszdg 60°, igy a haromszog

szabalyos. Tehat 00’ = BO. 2 pont

Az egyenldségek alapjan az AO? + BO? = CO? 6sszefiiggésbdl az A0? + 00'% = AQ'?
Osszefuggest kapjuk, tehat az AO’O haromszog derékszogii. 4 pont

igy AOBz = AOO'2 + 0'0B2 = 90° + 60° = 150°. 2 pont



