Javitasi utmutato
11. osztaly, szakgimnazium

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megolddsokat adnak,
a feladatok a leirttol eltérd modon is megoldhatok. A részpontszamok adasanal kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg a vx = 1 — x egyenletet a valos szamok korében. (10 pont)

1. megoldas. Az a = /x helyettesitéssel az egyenletiink: a = 1 — a?, azaza®? +a—1 = 0.

2 pont
Az egyenlet gyokei: a; = _1:\/3 ésa, = _1:/3. 2 pont
a=+/x>0. 2 pont
Ezért csakavx = a; = el eset ad megoldast. 2 pont
Ebbol x = %E 2 pont
2. megoldas. Ertelmezési tartomany x > 0,1 — x > 0.
Tehat az egyenlet megoldésait 0 < x < 1 feltétel mellett keressiik. 2 pont
Négyzetre emelve az eredeti egyenletet: x = (1 — x)?, x2 —3x + 1 = 0. 2 pont
Ennek az egyenletnek a megoldasa: x; = %g €s X, = 3_7\/3 2 pont
Az értelmezési tartomanynak x; nem eleme. 2 pont
Ezért az egyenlet megoldasa x = 3_2—\/3 2 pont

2. Egy korben két egymasra merdleges hir mindegyike a masikat 3 és 7 hosszusagu részekre
osztja. Mekkora a kor sugara? (10 pont)

Megoldas. A kor O kozéppontjabdl a hurra bocsatott merdleges felezi a 7 + 3 = 10 hossza
hart.

Ezért a befestett derékszogli haromszog befogdi 5 és 2, az atfogodja a kor sugara:
r=+5%+22=+29

Egy jo abra 2 pont, a befogok 2+2=4 pont, Pitagorasz-tétel 2 pont, helyes eredmény 2 pont.



3. Mennyi az értéke?

(A)Ha 3x + 4y = 2019 ¢és 4x + 3y = 2020, akkor mennyi x + y értéke?
(B) Ha 12a + 10b = 120, akkor mennyi  + = értéke?

(C)Ha (x + 2)(x? + 3x + 2) = azx® + ayx? + a;x + a,, akkor mennyi a; + a, + a; + ag
értéke?

(D)Haa + i = 3, akkor mennyi a? + % értéke?
(E) Az x, y, z pozitiv szamokra x(x + y +2) =26, y(x +y+2z) =27, z(x + y + z) = 28

teljesiil. Mennyi x + y + z értéke?
(12 pony)

Megoldas. (A) (3x + 4y) + (4x + 3y) = 4039, azaz 7(x +y) = 7 - 577,
tehat x + y = 577.
(Az egyenletrendszer megoldéasai x = 289, y = 288.)

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(B) A 12a + 10b = 120 egyenléséget osszuk el 60-nal: £ +2 = 2.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(C) A miiveletek elvégzése utan is leolvashatd a valasz, de gyorsabban célba ériink, ha x = 1-
et helyettesitiink a kifejezésbe:

1+2)1%2+3-1+2)=a3-13+a, 12+ a;-1+a,,

azazas +a, +a; +ayg=3-6 =18.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

1 1\2 1 1
(D)Haa+—=3,akkor(a+—) =9,azaza’*+—+2 =9, tehata®* + 5 =7.
a a a a

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(E) Adjuk 6ssze a harom egyenlétlenséget, igy az (x +y + z)? = 81 egyenldséget kapjuk,
azazx +y+z=09.
3+1=4 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre



4. Az ABCD paralelogramma A4 ¢és B csucsabol induld szégfelezok a szemkdzti oldalt harom
egyenld része osztjak. Mekkora lehet a paralelogramma rovidebb oldala, ha a keriilete 80
egység? (19 pont)

Megoldas. Az A csucsndl 1év0 szdget a szogfelezd két egyenld részre osztja: FAB£ = DAF ..
Az A és F csucsnal 1évo szogek valtoszogek, tehat FAB2 = DFAL.

Ezek miatt DAF2 = DFAZ.

Tehat a DAF haromszog egyenld szaru: DA = DF.

Ugyanigy CB = CE.
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Az els6 abran DC = 3x, DA = DF = 2x.
A paralelogramma keriilete 80 = 2(2x + 3x), innen x = 8, és AD = 2x = 16.

A masodik abran DC = 3x, DA = DE = x.
A paralelogramma keriilete 80 = 2(x + 3x), innen x = 10, és AD = x = 10.
Egy jo abra 2 pont.
Az egyenld szart haromszog felismerése és indoklasa 2+2=4 pont.
Helyes egyenlet 2 pont.
Helyes eredmény 2 pont.

Ez igy 10 pont. Ha a masik lehetséget is helyesen megoldja, az 9 pont.
Teljes megoldas 10+9=19 pont.

5. Felirtam a tablara négy egész szdmot (a szamok kozott lehetnek megegyezok is), s koziiliik
az Osszes lehetséges modon véve harmat-harmat, kiszamoltam azok Osszegét, majd ezeket
Osszeadtam, az eredmény: 51. A felirt négy szam szorzata 216.

Mi lehet a tablara irt négy szam? (12 pont)

Megoldas. A négy gondolt szam: a, b, ¢, d.

Tudjuk, hogy (a+b+c)+(a+b+d)+(a+c+d)+(b+c+d) =51,

azaz 3(a+b+c+d)=51,a+b+c+d=17, tovabba a*b-c-d = 216. Vizsgaljuk a
216 eldallitasat négy olyan egész szam szorzataként, amikor kozottiik 1 vagy 3 paratlan szam
van, hiszen a négy szdm 0Osszege paratlan.

Megoldasok: {8, 3, 3,3}, {6, 6, 2,3}, {18,3,—2, —2}.

A négy szam Osszege 17: 2 pont; a szamharmasok megtaldlasa 3+3+4 pont (a 18, 3, -2, -2 a 4 pontos).



6. Hatdrozza meg az m paraméter értékét ugy, hogy az x> — mx + m — 1 = 0 egyenlet egyik
gyoke a masik gyokének kétszerese legyen. (14 pont)

1. megoldas. D = (—m)? —4(m—1)=m? —4m+4 = (m —2)?, és m # 2 esetén az

egyenletnek két gydke van. 2 pont
A gy()k()k xl'z = mi(m_Z), azaz xl =m — 1, xZ = 1. 4p0nt
Ha x; = 2x,,azazm — 1 = 2, 2 pont
akkor m = 3. 2 pont
Hax, = 2x;,1=2(m—1), 2 pont
akkor m = % 2 pont

2. megoldas. D = (m — 2)? > 0, és ha m # 2, akkor az egyenletnek két gyoke van. 2 pont

A gyokok és egylitthatok kozti 0sszefliggés miatt x; + x, =mésx; " x, =m— 1. 4 pont

Mivel x; = 2x,, ezért 2x, + x, = m, x, = % 2 pont
J Ie 2m m 2

Tovabba x; - x, = m — 1, azaz S Tz om- 1,2m*—-9m+9 = 0. 2 pont

fgym =3, vagym = % 2+2=4 pont

7. A p, q, r primekre p3 — ¢® = 11r teljesiil. Melyek ezek a primek? (23 pont)

Megoldas. Mind a harom prim nem lehet paratlan, mert ekkor a bal oldal paros, a jobb oldal

paratlan. 2 pont
Tehat van péros szam a primek kozott, és csak az egyik lehet paros. 2 pont
Két lehetdség van: r = 2 vagy q = 2. 2 pont
Har = 2,akkorp3 —q3 =11-2,azaz(p — q) - (p* + pq + ¢*) = 2- 11. 2 pont
Hap —q = 1, akkor p = 3,q = 2, ami nem megoldas. 2 pont
Emiatt p — q = 2, p = q + 2, és igy a mésik tényez6 p? + pq + q*> = 3¢* + 6q + 4 = 11.

Ennek a masodfoku egyenletnek nincs megoldésa a természetes szamok korében. 2 pont
A masik eset,ha g = 2. Ekkorp® — 23 = (p — 2) - (p? + 2p + 4) = 11r. 2 pont
Hap — 2 =1, akkor p = 3, &m ez nem megoldas. 2 pont
A bal oldali két tényezd egyike 11. Hap? + 2p + 4 = 11, annak nincs megoldasa a természetes
szamok korében. 2 pont
Hap — 2 =11 (azaz p = 13), akkor r = 199. 2 pont

Az egyenletnek egy megoldasat talaltuk a primek kérében: p = 13, g = 2,r = 199. 3 pont



Javitasi utmutato
11. osztaly, gimnazium

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megolddsokat adnak,
a feladatok a leirttol eltérd modon is megoldhatok. A részpontszamok adasanal kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg a vx = 1 — x egyenletet a valos szamok korében. (10 pont)

1. megoldas. Az a = /x helyettesitéssel az egyenletiink: a = 1 — a?, azaza®? +a—1 = 0.

2 pont
Az egyenlet gyokei: a; = _1:\/3 ésa, = _1:/3. 2 pont
a=+/x>0. 2 pont
Ezért csakavx = a; = el eset ad megoldast. 2 pont
Ebbol x = %3 2 pont
2. megoldas. Ertelmezési tartomany x > 0,1 — x > 0.
Tehat az egyenlet megoldésait 0 < x < 1 feltétel mellett keressiik. 2 pont
Négyzetre emelve az eredeti egyenletet: x = (1 — x)?, x2 —3x + 1 = 0. 2 pont
Ennek az egyenletnek a megoldasa: x; = %g €s X, = 3_7\/3 2 pont
Az értelmezési tartomanynak x; nem eleme. 2 pont
Ezért az egyenlet megoldasa x = 3_2—\/3 2 pont

2. Az ABCD paralelogramma A és B csucsabol induld szdgfelezOk a szemkozti oldalt harom

egyenld része osztjak. Mekkora a paralelogramma révidebb oldala, ha a keriilete 80 egység?
(20 pont)

Megoldas. Az 4 csucsnal 1évo szoget a szogfelezd két egyenld részre osztja: FAB£ = DAF£.
Az A és F csucsnal 1év0 szogek valtoszogek, tehat FAB2 = DFAZ.

Ezek miatt DAF£ = DFA£. Tehat a DAF haromszog egyenld szara: DA = DF.

Ugyanigy CB = CE.

F
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Az els6 abran DC = 3x,DA = DF = 2x.

A paralelogramma keriilete 80 = 2(2x + 3x), innen x = 8, és AD = 2x = 16.
A masodik abran DC = 3x, DA = DE = x.

A paralelogramma keriilete 80 = 2(x + 3x), innen x = 10, és AD = x = 10.

Egy jo abra 2 pont. Az egyenl6 szari haromszog felismerése ¢s indoklasa 2+2=4 pont. Helyes egyenlet 2 pont.
Helyes eredmény 2 pont. Ez igy 10 pont. A masik lehetdséget is megoldja, az 10 pont. Osszes: 10+10=20 pont.



3. Mennyi az értéke?

(A)Ha 3x + 4y = 2019 ¢és 4x + 3y = 2020, akkor mennyi x + y értéke?
(B) Ha 12a + 10b = 120, akkor mennyi  + = értéke?

(C)Ha (x + 2)(x? + 3x + 2) = azx® + ayx? + a;x + a,, akkor mennyi a; + a, + a; + ag
értéke?

(D)Haa + i = 3, akkor mennyi a? + % értéke?
(E) Az x, y, z pozitiv szamokra x(x + y +2) =26, y(x +y+2z) =27, z(x + y + z) = 28

teljesiil. Mennyi x + y + z értéke?
(12 pony)

Megoldas. (A) (3x + 4y) + (4x + 3y) = 4039, azaz 7(x +y) = 7 - 577,
tehat x + y = 577.
(Az egyenletrendszer megoldéasai x = 289, y = 288.)

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(B) A 12a + 10b = 120 egyenléséget osszuk el 60-nal: £ +2 = 2.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(C) A miiveletek elvégzése utan is leolvashatd a valasz, de gyorsabban célba ériink, ha x = 1-
et helyettesitiink a kifejezésbe:

1+2)1%2+3-1+2)=a3-13+a, 12+ a;-1+a,,

azazas +a, +a; +ayg=3-6 =18.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

1 1\2 1 1
(D)Haa+—=3,akkor(a+—) =9,azaza’*+—+2 =9, tehata®* + 5 =7.
a a a a

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(E) Adjuk 6ssze a harom egyenlétlenséget, igy az (x +y + z)? = 81 egyenldséget kapjuk,
azazx +y+z=09.
3+1=4 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre



4. Mekkora a négyzet oldala?

A

(12 pont)

1. megoldas. Ha OA = x, akkor OB = x + 6 ¢s 0C = x + 2.

Az ABC derékszogli haromszog hasonld az AOC haromszoghoz, igy % =2

A0’
6 % X+
A\O B

Tehat 2x+6 _ JxZ2+(x+2)?
Vx2+(x+2)? a x )

Innen x = 2, igy a négyzet oldala 16 egység.

2. megoldas. Az elébbi jelolések segitségével irjuk fel a Pitagorasz-tételt az ABC derékszogl
haromszogben: {x? + (x + 2)?} + {(x + 2)? + (x + 6)?} = (2x + 6)2.

Innen x = 2, igy a négyzet oldala 16 egység.

3. megoldas. Legyen a = OB. Adott kor belsé pontjan athalado tetszéleges hur szeleteinek
szorzata a hur helyzetétdl fiiggetlen allando érték, igy a belsé kor O pontjan atmend két hur
szeleteinek szorzatara (a — 6)a = (a — 4)2.

Innen a = 8, tehat a négyzet oldala 16 egység.

4 pont, ha a megoldashoz elvezetd uton jar.
4 pont, ha felirja a megoldast ado egyenletet.
2 pont, ha j6 az egyenlet megoldasa.

2 pont, a helyes eredmény.



5. Hatarozza meg az m paraméter értékét gy, hogy az x> — mx + m — 1 = 0 egyenlet egyik

gyoke a masik gyokének kétszerese legyen.
(14 pont)

1. megoldas. D = (—m)? —4(m—1)=m? —4m+4 = (m —2)?, és m # 2 esetén az

egyenletnek két gydke van. 2 pont
A gy()k()k xl'z = w, azaz xl =m — 1, xZ = 1. 4p0nt
Hax; = 2x,,azazm — 1 = 2, 2 pont
akkor m = 3. 2 pont
Ha x, = 2x,,1=2(m—1), 2 pont
akkor m = % 2 pont

2. megoldas. D = (m — 2)? > 0, és ha m # 2, akkor az egyenletnek két gyoke van. 2 pont

A gyokok és egyiitthatok kozti osszefliggés miatt x; + x, = més xy - x, =m — 1. 4 pont

Mivel x; = 2x,, ezért 2x, + x, = m, x, = % 2 pont
o 2

Tovabba x; - x, = m — 1, azaz ?m%z m—1,2m? -9m+9 = 0. 2 pont

: 3

Igym = 3, vagym = > 2+2=4 pont

6. Az erdei kisvasut egyenletes sebességgel haladt hosszl idon at, megallok nem voltak. A
vonaton utazott Marci, aki az ablakbdl meglatta a palya melletti kilométerkdvon 1évo kétjegyti
szamot. Pontosan egy 6ra mulva ismét megpillantott egy kilométerkovet, ezen is kétjegyli szam
volt, ugyanolyan szamjegyeket tartalmazott, mint az el6z0, csak a sorrendjiik forditott volt.
Ismét egy 6ra mulva a kilométerkovon egy haromjegyti szam volt lathato. A szE€lsé szamjegyek
megegyeztek az elsd kilométerkdvon latott szamjegyekkel, a kzépso szamjegy 0 volt.

Milyen sebességgel haladt a vonat?

(12 pont)

Megoldas: Az els6 kilométerkdvon ab, a masodik kovon ba, a harmadikon a0b lathato.
2 pont
Mivel a vonat egyenletes sebessége mellett a szamok megjelenése kozt azonos 1d6, 1-1 ora telt

el, ezért a megtett utak egyenlék. a0b — ba = ba — ab , 2 pont
tehat (100a + b) — (10b + a) = (10b + a) — (10a + b), azaz 108a = 18b, b = 6a. 2 pont
Mivel a és b nullatol kiilonbozo szamjegyek, ezérta = 1, b = 6. 2 pont
A kilométerkdveken a 16, 61, 106 szamok voltak, 106 — 61 = 61 — 16 = 45. 2 pont

A vonat sebessége 45 km/h. 2 pont



7. A p, q, r primekre p3 — q® = 11r teljesiil. Melyek ezek a primek?
(20 pont)

Megoldas. Mind a harom prim nem lehet paratlan, mert ekkor a bal oldal paros, a jobb oldal

paratlan. 2 pont
Tehat van paros szam a primek kozott, €s csak az egyik lehet paros. 2 pont
Két lehetdség van: r = 2 vagy q = 2. 2 pont
Har = 2,akkorp® —q3 =11-2,azaz(p — q) - (p* + pq + ¢*) = 2- 11. 2 pont
Hap —q = 1, akkor p = 3,q = 2, ami nem megoldas. 1 pont
Emiattp — q = 2, p = q + 2, és igy a masik tényez6 p? + pq + q*> = 3¢* + 6q + 4 = 11.

Ennek a masodfoku egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok korében. 2 pont
A mésik eset,ha g = 2. Ekkorp3 =23 = (p—2) - (p?> +2p + 4) = 11r. 2 pont
Hap — 2 =1, akkor p = 3, 4&m ez nem megoldas. 1 pont
A bal oldali két tényezd egyike 11. Hap? + 2p + 4 = 11, annak nincs megoldasa a természetes
szamok korében. 1 pont
Hap — 2 =11 (azaz p = 13), akkor r = 199, hiszen 19 # 11r. 1 pont

Az egyenletnek egy megoldasat talaltuk a primek kérében: p = 13,q = 2,r = 199. 4 pont



Javitasi utmutato
12. osztaly, szakgimnazium

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megolddsokat adnak,
a feladatok a leirttol eltérd modon is megoldhatok. A részpontszamok adasanal kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg a 1g? x + 1g x? = 3 egyenletet a valos szamok halmazan!

(10 pont)
Megoldas. Az értelmezési tartoméanyba az x > 0 szamok tartoznak. 2 pont
lgx? = 21gx, igy az egyenlet Ig? x + 21gx = 3 . 2 pont
Az egyenlet y = lg x-re nézve masodfoku egyenlet. 2 pont
Az y? + 2y — 3 = 0 egyenlet megoldéasai y; = 1ésy, = —3, 2 pont
azaz x; = 10 és x, = 0,001. 2 pont

2. Az ABCD egyenld szart trapéz hosszabbik alapjan fekvé szogei 60°-osak, a trapézba irt, az

oldalakat érint6 kor sugara 3v/3 cm. Mekkora a trapéz keriilete?
(14 pont)

Megoldas. A trapéz oldalait a beirt kor négy pontban érinti, koziililk harmat megneveztiink az
abran, ezek a K, M, N pontok.

(oL

A BKO derékszogii haromszog félszabalyos, mert OBK £ = 30°.
Ezért KB =+3-0K =v/3-3vV3 =9 cm.
A CKO derékszogh haromszog félszabalyos, mert OCK £ = 60°.

. _O0K _3V3
EZCI’tCK—E— 73

Korhoz kiilsé pontbdl huzott érintészakaszok egyenldsége miatt BN = BK = 9 cm,

= 3 cm.



igy AB = 18 cm,
¢s CM = CK = 3 cm, igy CD = 6 cm.
A trapéz szarainak hossza 9 + 3 = 12 cm.

A trapéz kertilete 18 + 12 + 6 + 12 = 48 cm.
Egy jo abra 2 pont.
Az érintészakaszok 3 és 9 hosszisaganak szdmolasa 4+4=8 pont.
A kertiletre helyes eredmény 4 pont.

Megjegyzés: Mivel egy érintdnégyszog szemkdzti oldalainak Osszege egyenld, igy az
érintétrapéz kertiletét szamolhatjuk ezt hasznalva: a keriilet a két szar 6sszegének kétszerese,
azaz 2+ (12 + 12) = 48 cm.

3. Mennyi az értéke?
(A)Hax +y—2z = —4¢ésx +y+ z = 32, akkor mennyi z értéke?
(B) Ha a® + b% + ¢? = 7 és ab + bc + ca = 3, akkor mennyi (a + b + ¢)? értéke?

3+a _ 2b+2
(C)Ha— = ——,

akkor mennyi % érteke?
D) Az a, b valos szdmokra a + b = 13 és Z4i=7 teljesiil. Mennyi 2 4+ 2 ¢rteke?
a b b a

(E) Az a, b, ¢ valés szémokra (a —b)’ +(b—c)’ +(c—a)’ =0 és a+b+c=9. Mennyi az abc

szorzat értéke?
(10 pony)

Megoldas. (A) Vonjuk ki az x + y + z = 32 egyenl6ségbdl az x + y — z = —4 egyenldséget:
2z = 36, azaz z = 18.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

B)(a+b+c)>=a?*+b?>+c?>+2(ab+ bc+ca)=4+2-3=10.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre
C) Az egyenldséget 6-tal szorozva: 6 + 2a = 6b + 6. Innen 2a = 6b, a = 3b, = = 3.

gyenldség -
1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre
1 1 a b . a b, a b _

(D) (a+b) (z-}';) =2 +;+zmlatt 13:-7=2 +;+z, 1gy;+z— 89.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(E) Mivel x2 > 0, igy (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)? = 0. Az dsszeg értéke pontosan akkor
0, ha minden tagja 0, vagyisa =b =c. Aza+ b +c =9 egyenléség miatt a = b = ¢ = 3,
igy abc = 27.

1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre



4. Az ABC derékszogli haromszog atfogdja 12 egység, E és F az AB atfogd harmadolopontjai.

A
AB=12
E
F
C B
Mennyi a CE? + CF? 6sszeg értéke? (12 pont)
Megoldas. Az bra jeldlései szerint: a? + b? = ¢? = 122 2 pont

1

CE? = CR? + RE? = (Ea)2 + Gb)z, 2 pont

¢s CF? = CS? + SF? = (§ al)2 + G b)z, 2 pont

azaz 9 - CE? = a? + 4b?,¢és 9 - CF? = 4a® + b°.

Innen 9(CE? + CF?) =9:CE? + 9 CF? = (a? + 4b?) + (4a? + b?) = 5(a® + b?) = 5¢2.
Tehat 9(CE? + CF?) = 5¢2. 4 pont
foy 9(CE? + CF?) = 5-12% = 5 (3 - 4)?, azaz CE* + CF2 = 5 - 16 = 80. 2 pont

5. Oldja meg az egyenletet a valos szamok korében.
(2x — 1)? +4x—4x2—1_0
x3—2x2+1 x3-3x2+2

(14 pont)
Megoldas. 4x — 4x? — 1 = —(4x? — 4x + 1) = —(2x — 1)?, igy az egyenlet a kdvetkezo:
2x-1?  (x-1)?
x3—2x2+1 x3—3x2+2

2 pont
1 1
Ha 2x — 1 # 0, azaz x # -, akkor = . 2 pont
2 x3-2x%2+1  x3-3x2+42
Innen x3 — 3x? + 2 = x3 — 2x? + 1, azaz x?> = 1. igy az x = 1 és x = —1 ¢értékek adodnak
megoldasként. 2 pont
Azonban x = 1 esetén a tortek nevezdje 0, tehat ez nem megoldas. 2 pont

x = —1-re anevezdk értecke —2 # 0, igy ez megoldas. 2 pont



Nézziik a 2x — 1 = 0 esetet. Ekkor x = %, a szamlalok értéke 0, tovabba egyik nevezd sem 0,

igy teljesiil az egyenldség az egyenletben. Tehat x = % is megoldas. 2 pont

Az egyenlet gyokei: x = —1¢ésx = % 2 pont

6. Egy 5 X 5-0s tablara letettem néhany babut ugy, hogy a tabla barmely 3 X 3-as részében
pontosan egy babu all. Hany babut tehettem a tablara?

(22 pont)
Megoldas. A tablara a feltételt betartva letehetiink 1, 2, 3 vagy 4 babut.
@ ® o o
® o
o o o o
1 2 3 4
4+4+4+4 pont

4-nél tobb babut nem lehet. Tekintsiik a tablazat egy-egy sarkat tartalmazoé 3 X 3-as részeit.
Ezek lefedik az 5 X 5-0s tablat (és vannak atfedések is), és mind a négyben egy babu van (és
egy babu tartozhat tobb 3 X 3-ashoz is), emiatt legfeljebb 4 babu van a tablan. 6 pont

7. A p és q primekre p® — g% = 0,5 - (p — q)? teljesiil. Melyek ezek a primek?
(18 pont)

Megoldas. Az egyenletet dtrendezve 3q% = 2p® — p? + 2pq Osszefliggéshez jutunk. 5 pont

p osztdja a jobb oldalnak, igy osztdja 3g%-nek is. 2 pont
Mivel p # g (ez az eredeti egyenlet alapjan nyilvanvald), ezért p = 3. 2+2 pont
Emiatt 3q% = 1449 + 6q, azaz q°> — 2q + 483 = 0. 2 pont

A q? —2q + 483 = (q — 23)(q + 21) szorzatta alakitas mutatja, hogy a primek korében csak
egy megoldas van: g = 23. 3 pont

A keresett primek: p = 3 és g = 23. 2 pont



Javitasi utmutato
12. osztaly, gimnazium
Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére, hogy a versenyzék milyen megolddsokat adnak,

a feladatok a leirttol eltérd modon is megoldhatok. A részpontszamok adasanal kévessiik azt az utat,
ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg a 1g? x + 1g x? = 3 egyenletet a valos szamok halmazan! (10 pont)
Megoldas. Az értelmezési tartomanyba az x > 0 szdmok tartoznak. 2 pont
lgx? = 21gx, igy az egyenlet g% x + 21gx = 3. 2 pont
Az egyenlet y = lg x-re nézve masodfoku egyenlet. 2 pont
Az y? + 2y — 3 = 0 egyenlet megoldasai y; = 1 ésy, = —3, 2 pont
azaz x; = 10 és x, = 0,001. 2 pont

2. Az ABCD egyenld szart trapéz hosszabbik alapjan fekvo szogei 60°-osak, a trapézba irt, az
oldalakat érint6 kor sugara 3v3 cm. Mekkora a trapéz keriilete? (14 pont)

Megoldas. A trapéz oldalait a beirt kor négy pontban érinti, koziililk harmat megneveztiink az
abran, ezek a K, M, N pontok.

(o]

A N B
A BKO derékszogii haromszog félszabalyos, mert OBK £ = 30°.
Ezért KB =+3-0K =+v3-3vV3 =9 cm.
A CKO derékszogh haromszog félszabalyos, mert OCK £ = 60°.

o 0K _ 33 _
Ezért CK = N ARG = 3 cm.
Korhoz kiilsé pontbol huzott érintészakaszok egyenldsége miatt BN = BK = 9 cm,
igy AB = 18 cm,

¢sCM = CK = 3 cm, igy CD = 6 cm.
A trapéz széarainak hossza 9 + 3 = 12 cm.
A trapéz kertilete 18 + 12 + 6 + 12 = 48 cm.

Egy jo abra 2 pont. Az érintdszakaszok 3 és 9 hosszlsaganak szamolasa 4+4=8 pont.
A kertiletre helyes eredmény 4 pont.

Megjegyzés: Mivel egy érinténégyszog szemkozti oldalainak Osszege egyenld, igy az érintétrapéz
keriiletét szamolhatjuk ezt hasznalva: a kertilet a két szar 6sszegének kétszerese, azaz 2 - (12 + 12) =
48 cm.



3. Mennyi az értéke?
(A)Hax+y—2z=—4¢ésx +y+ z = 32, akkor mennyi z értéke?

(B) Ha a® + b% + ¢? = 7 és ab + bc + ca = 3, akkor mennyi (a + b + ¢)? értéke?

3+a 2b+2

(©) Ha== ===,

akkor mennyi % értéke?
D) Az a, b valos szdmokra a + b = 13 és Z4i=7 teljesiil. Mennyi 2 4+ 2 ¢rteke?
a b b a

(B) Az a, b, c valés szamokra (a—b)’ +(b—c)* +(c—a)’ =0 és a+b+c=9. Mennyi az abc

szorzat értéke?
(10 pont)

Megoldas. (A) Vonjuk ki az x + y + z = 32 egyenldségbdl az x + y — z = —4 egyenldséget:

2z = 36,azaz z = 18.  1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

B)(a+b+c)>=a?*+b?>+c?>+2(ab+bc+ca)=4+2-3=10.
1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre
(C) Az egyenldséget 6-tal szorozva: 6 + 2a = 6b + 6. Innen 2a = 6b, a = 3b, % = 3.
1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre
1 1 a b . a b , a b
D) (@+b) (z+3) =2+ +2miatt 13-7 =2 + 5+ 2 igy S + 2 = 89.
1+1=2 pont a megoldashoz vezetd szamolas menetére + a helyes az eredményre

(E) Mivel x? > 0, igy (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)? = 0. Az &sszeg értéke pontosan akkor
0, ha minden tagja 0, haa =b =c. Aza+ b + ¢ = 9 egyenldség miatt a = b = ¢ = 3, igy

abc = 27. 1+1=2 pont a megolddshoz vezetd szamolds menetére + a helyes az eredményre

4. Egy szamot nevezzink multiplikativnak, ha valamelyik szamjegye a tobbi szamjegy szorzata.
Hany haromjegyli multiplikativ szdm van? (12 pont)

Megoldas. Szamoljuk meg a haromjegyli multiplikativ szamokat aszerint, hogy mennyi a

,,t0bbi szamjegy szorzata”. 2 pont
Ha a szorzat 1, akkor a haromjegyli szam 111. 1 pont
Ha a szorzat 2, 3, 5 vagy 7 (azaz primszam), akkor rendre 3-3 szam van. Példaul 2 esetén 122,
212,221. Ez 6sszesen 12 szam. 2 pont
Ha a szorzat 4, akkor a szamok 144, 414, 441, 224, 242, 422, ez dsszesen 6 szam. 1 pont
Ha a szorzat 6, akkor a szamok 166, 616, 661, 236, 326, 263, 362, 632, 623, €z 9 szam. 1 pont
8 esetén a szamok 188, 818, 881, 248, 428, 284, 482, 824, 842, ez is 9 szam. 1 pont
Ha a szorzat 9, akkor a szamok 199, 919, 991, 339, 393, 933, Gsszesen 6 szam. 1 pont
A szorzat lehet 0 is, igy a 100, 200, ..., 900 szamok is multiplikativ szamok, most 9 szamot
soroltunk fel. 1 pont

Osszegezve 1 + 12+ 6 + 9 + 9 + 9 + 6 + 9 = 61 multiplikativ szamot talaltunk. 2 pont



5. Oldja meg a valds szamok korében a log, ﬁ > —2 egyenl6tlenséget. (18 pont)

Megoldas. log, 8_37 > —2 =log, xiz 2 pont

Két eset van aszerint, ha x > 1, vagyha 0 < x < 1. 2 pont

2_(g_
: L 320 hrivel 202 > 0, emiatt a
x2 8—2x  x2 2(4—x)x2

Ha x > 1, akkor ﬁ>i azaz 0 <

2_(g-
EFoo 4(_8x 20 > 0 egyenldtlenséget kell vizsgalni. 2 pont
3(x+2)(x—§)

A szamlalot szorzatta alakitjuk, és igy a > 0 egyenldtlenséghez jutunk. 2 pont

4—x
4
x——
Mivel x >1, ezért 3(x +2)> 0, tehat 2 3 >0. A sz4mlalé és a nevezd egyszerre nem lehet
- X

negativ, igy az x —g >0, 4—x>0, x>1 egyenldtlenségek kozos megoldasat keressiik. A

megoldas: % <x<4. 2 pont

A mésik esetben 0 < x < 1. Ekkor —— > 0 és —— < iz 2 pont
8—2x 8-2x  x

A 0 < x < 1 feltétel miatt ﬁ > 0, ezért elegendd a ﬁ < xiz egyenl6tlenséget vizsgalni.

3

A koréabbi szamitasok alapjan

_4
3(96;)5:6) <0. 2 pont

3(x+2)(x—§)

—-X

<0

AO0<x<1lesetén3(x+2)>04—x>0 ésx—§< 0, ezért teljesiil a
egyenldtlenség. 2 pont

Ezek alapjan a log, é > —2 egyenldtlenség megoldésa% Sx<4é0<x<1. 2pont

6. A lumumbak egyik falujdban 50-en ¢élnek, kozottik 25 igazmondd és 25 hazug van. Az
igazmondok mindig igazat mondanak, a hazugok minden allitdsa hamis. A faluban viszaly tort
ki, egymast gyilkoltdk a falubeliek, és a lakosok fele meghalt. Az életben maradt falusiak
mindegyike azt mondta, hogy pontosan egy igazmonddt 6lt meg. Legfeljebb hany igazmondo
maradhatott életben? (16 pont)

Megoldas: Minden tulélé igazmond6 pontosan egy igazmondot Olt meg. Ezért a taléld
igazmondok szama nem tobb a meghalt igazmondok szamanal, azaz a taléld igazmondok
szamanak kétszerese legfeljebb 25, legfeljebb 12 tulélé igazmondo van. 8 pont
Ennyi lehet is, ha az egyik igazmond6 megdl egy masikat, majd az életben maradt igazmondok
egyik fele megoli a masik felét, beleértve az elsdként megnevezett igazmondot. 8 pont



7. Az a, b, c oldali haromszdg oldalaira b? = ca + a? és ¢? = ab + b? teljesiil. Mekkordk a
haromszog szogei? (20 pont)

1. megoldas. Az ABC haromszog oldalai a, b, c. A BC oldal egyenesén az abra szerint
felvessziik a D pontot gy, hogy BA = BD.

D C B a E

A b% = ca + a?® osszefliggésbol §= HTa adodik, tehat az ABC és a DAC haromszogek

hasonldk, hiszen megegyeznek két oldal aranyaban ¢€s az altaluk bezart szogben.
A hasonlésag miatt ADC2 = a és DAC£ = .
A DBA haromszog egyenld szart, tehat ADB2 = BADZ = «.
Ezek miatt DAC2 = [ = 2a.
A c? = ab + b? 6sszefiiggésbil az elébbihez hasonléan szdmolva y = 28 adédik.

Tehat a haromszog szogei a, 2a, 4a. Ezért a haromszog szogei g, 27ﬂ, 471T.
A hasonlosagi arany felirasa 4 pont.
Ehhez az abra 5 pont.
A B=20 megallapitasra 4 pont.
A y=2[ osszefiiggésre 4 pont.
Helyes végeredmény 3 pont.

2. megoldas. A feladat trigonometriai eszk6zokkel 1s megoldhato.
A haromszog szogei a szokasos jelolésekkel a, 5, y. Az oldalakra vonatkozé feltételekbol a <
b < c kovetkezik, ésigya < B <.

A b? = ca + a? 6sszefliggés és a b oldalra felirt koszinusztétel, b? = ¢ + a? — 2ca cos 8

alapjan ca = ¢? — 2ca cos f. 3 pont
igy£—2C08ﬂ=1. 3 pont
A szinusztétel szerintg = :::Z 3 pont

Ezért :%— 2cosf = 1. Innen siny —2cosf sina =sina, mivel a + f +y = 180°,

ezért siny = sina cos § + cosa sin 3, igy sina cos f + cosa sinf — 2 cos S sina = sina.

azaz cos a sin 8 — cos f§ sin @ = sin a, vagyis sin(f — @) = sina. Ezért f = 2a. 4 pont
A c? = ab + b? dsszefliggésbdl az el6bbihez hasonléan szamolva y = 28 adodik. 4 pont

r r . o : 7 I o . . 2w 4
Tehat a haromszog szogei a, 2a, 4a. Ezért a haromszog szogei ==, = 3 pont
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