12. évfolyam gimnazium, I. forduloé

Pontozasi utmutato

1. Egy tarsasjatékhoz dobokocka helyett szabdlyos oktaéder alaku dobotestet hasznalnak.
Az oktaédert nyolc (egybevago) szabdlyos haromszéglap hatarolja, és a felsé lapjan
megjelend szamot tekintik a dobds eredményének. A dobotest minden lapjara
ugyanakkora valosziniiséggel esik. Az oktaéder egyetlen lapjara irtak 1-es szamot,
nehany tovabbi lapjara 2-est, a maradék lapokra 3-ast. A test hany lapjan szerepelhet a

, 3 sy , . ro. , ,
2-es szam, ha P annak a valosziniisége, hogy két egymas utani dobas soran pontosan
egyszer dobunk 2-est és egyszer 3-ast?

Ha az oktaéder n lapjan a 2-es szam szerepel, akkor 7 — n lapjan szerepel a 3-as
szam. 1 pont
Annak a valésziniisége, hogy két egymds utdni dobds sordn eldszor 2-est, majd
3-ast dobunk g . 7%”.
Ugyanennyi a valoszinlisége annak is, hogy eldszor dobunk 3-ast, aztan 2-est. 2 pont
A feladat feltételei alapjan
n7-n_ 3
2.5. 8 16 2 pont
A muveletek elvégzése és rendezés utan az
n?—7n+6=0
egyenlethez jutunk. 2 pont
Az egyenlet megoldasai: n = 1ésn = 6. 1 pont
Az oktaéder 1 vagy 6 lapjan szerepel a 2-es szam. 1 pont
Ellendrzés mutatja, hogy mindkét eredmény megfelel a feladat feltételeinek. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

2. A pozitiv egész n szam pozitiv osztéinak szorzata 221°. Bizonyitsuk be, hogy n felirhaté
egy egész szam negyedik, illetve egy masik egész szam 6tédik hatvanyaként.

Mivel az n szdm osztdinak szorzata 2-hatvany, az csak ugy lehetséges, ha n is 2-
hatvény, tehat valamilyen pozitiv egész k szamra n = 2¥,

1 pont
Az n szam pozitiv osztéi: 1,2, 22, ..., 2%, 1 pont
ezért a pozitiv osztok szorzata: 12 - 22 - ... 2k = 21+2++k 1 pont
A kitevében szdmtani sorozat tagjai szerepelnek, igy azt kapjuk, hogy
k(k+1)

27 2 — 2210’
illetve

k(k+1)

= 210.
2 2 pont




A miiveletek elvégzése és rendezés utan a
k?+k—420=0
masodfokl egyenlethez jutunk. 2 pont

Az egyenlet megoldasai k = 20 és k = —21. 1 pont

Mivel k pozitiv egész, ezért k = 20.

Ekkor n = 229 ami felirhaté n = (2°)%, illetve n = (2%)° alakban is, igy »n
valdban egy egész szam negyedik és egy masik egész szdm 0todik hatvanya is
egyben. 2 pont

Osszesen: | 10 pont

3. Egy osztaly tanuloi harom nyelvet tanulnak: angolt, németet és franciat. Angolul 18-an,
németiil 14-en és franciaul 10-en tanulnak. Ebben az osztalyban nincs olyan tanulo, aki
mindharom nyelvet tanulja, és mindossze 6 olyan tanulo van, aki csak franciaul tanul.
Legkevesebb hany tanulo jar az osztalyba?

Jelolje A az angolul, N a németiil, F a francidul tanulék halmazat. Az egyes
részhalmazok elemszamat a Venn-diagram jel6léseinek megfeleléen hasznaljuk.
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Ekkor a feltételek szerint teljesiilnek az alabbi egyenldségek.

a+x+y=18

{b+x+z=14

y+z+6=10 1 pont
Az osztalyba legaldbb N = a + b + x + y + z + 6 tanulo jar. 1 pont

Adjuk 6ssze az egyenletek megfeleld oldalait:

Mindkét oldalbol kivonva az x + y + z Osszeget:
N=42—-(x+y+2)

Az osztalyba jaro tanulok szama akkor minimalis, amikor az x + y + z 0sszeg a
lehetd legnagyobb.

Az egyenletrendszer harmadik egyenletébdl kovetkezik, hogy y + z = 4, ezért

X+ y+z=4+ x,és az 0sszeg akkor a legnagyobb, amikor x maximalis. 2 pont
Mivel németiil 14-en tanulnak, ezért x legnagyobb értéke 14. 1 pont
Ekkor az osztaly 1étszama legalabb 42 — (14 + 4) = 24 £6. 1 pont




Az alabbi halmazabra mutatja, hogy ez valoban meg is valosulhat.

a
29,

2 pont

Osszesen:

10 pont

4. Az ABC haromszog két csucspontjanak koordinatdi: A(0; —5), B(4; —3). A haromszog
C csucsa az (x —4)? + (y — 2)? = 5 egyenletii kérén mozog. Milyen hatdrok kozt

valtozik az ABC haromszog teriilete?

Az adott kér O kozéppontja 0(4; 2), sugara r = /5.

1 pont
Az ABC haromszog AB oldala a C pont vélasztasatol fiiggetleniil AB = 2 - /5. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy az ABC haromszdg teriilete akkor a lehetd legkisebb, ha
a C pont az adott kor AB egyeneshez legkdzelebbi pontja (az abréan C,), a
minimalis teriiletl haromszog magassaga pedig pontosan az adott kor sugaraval
kisebb az O pont AB egyenestdl valo tavolsaganal.
ik R 1 pont
Az ABC haromszog teriilete akkor a legnagyobb, ha a koron 1évo pontja (a fenti
abran C,) egybeesik a minimalis teriiletli h&romszoghoz tartozo6 C; cstics O pontra
vonatkozo tiikorképével, magassaga pedig a kor sugaraval nagyobb az O pont AB
egyenestdl vald tavolsaganal. 1 pont
Az AB egyenes iranyvektora E(‘L; 2), egyenlete pedig x — 2y — 10 = 0. 1 pont




Az O pont és az AB egyenes tavolsaga a pont és egyenes tdvolsagképlete alapjan

1-4-2-2-10| 10
d= =—=2-5,
V1% +(=2)? V5 2 pont
A minimalis teriileti ABC haromszdg magassaga d —r = 2 +/5 — /5 = /5,
teriilete
2:v5-45
min — 5 — 5
2
A maximalis teriiletii ABC> haromszog magassaga d + 1 = 2 -5 + /5 = 3 - V/5,
teriilete
2:45:3:45
Thax = ———— = 15.
2 2 pont
Az ABC haromsz0g teriilete az [5; 15] intervallumban valtozik. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: A versenyzo a Ci, Ca pontok koordindtdinak kiszamitasaval is megadhatja a
minimalis, illetve a maximalis teriiletii haromszog teriiletét. A maximalis pontszamot ebben az

esetben is megkaphatja, ha

— felirja az O pont koordinatdit (a kor sugarara nincs sziikség), és kiszamitja az AB

szakasz hosszat (1 pont)
— megallapitja, hogy C;C, merdleges az AB egyenesre (1 pont)
— felirja az AB egyenes egyenletét (1 pont)
felirja a C;C, egyenes egyenletét: 2x +y = 10 (1 pont)
kiszamitja a két egyenes metszéspontjanak koordinatait: (6; —2) (1 pont)
— kiszamitja a Cy és C, pontok koordinatait: C,(5;0), C,(3;4) (2 pont)

megadja a megfeleld intervallumot (1 pont).

kiszamitja a minimalis és a maximalis teriiletii haromsz6g magassagat, teriiletét (2 pont)

5. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

(3* — 1)% + (7% — 49)2 = (3% + 7% — 50)2

Vezessiink be 0j ismeretleneket a bal oldalon szerepl6 hatvanyok alapjaira, legyen
a=3*—1 é b=7*—49. Ekkor a jobb oldalon all6 hatvany alapjara
3*+7*—=50=a+b.

2 pont
Az egyenlet
a’?+ b? = (a + b)?
alakban irhato. 1 pont
A miiveletek elvégzése és 0sszevonds utan azt kapjuk, hogy
ab = 0. 2 pont
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, azaz a = 0, vagy
b=0. 2 pont
Haa =3* —1 =0, akkor x = 0. 1 pont
Hab = 7* — 49 = 0, akkor x = 2. 1 pont
A kapott gyokok helyességét ellendrzés mutatja. 1 pont
Osszesen: | 10 pont




6. Az ABC haromszog egy belso pontja P. A PA, PB, PC szakaszok felezopontja rendre D,
E és F. A CD és AF szakaszok metszéspontja R, ehhez hasonloan az AE és BD szakaszok
metszespontja S, és a BF és CE szakaszok metszéspontja T. Bizonyitsuk be, hogy a
DSETFR hatszog teriilete a P pont valasztasatol fiiggetlen dllando.

Abrat készitiink a feladat szovege alapjan.

1 pont

Az AE és a BD szakasz sulyvonal az ABP haromszogben, ezért az S egybeesik
az ABP haromszog sulypontjaval. Ugyanigy T stulypont a BCP haromszogben,
¢és R stulypont a CAP haromszogben. 1 pont

A haromszog sulyvonalai a haromszoget egyenl? teriiletli részekre bontjak. 2 pont

Ennek bizonyitasahoz tekintsiik az 4ABP haromszoget és az alabbi abra jeloléseit.

A haromszog sulyvonala megfelezi a haromszog teriiletét, hiszen példaul SG
stulyvonal az ABS haromszogben, ezért AG = BG, tovabba az AGS és BGS
haromszégek AG €s BG oldalakhoz tartozd magassaga is megegyezik, igy a két
haromszog terlilete valoban egyenld. Az egyenld teriiletet az 4dbran t;-gyel
jeloltiik. 1 pont

Ugyanigy megegyezik a BES és PES haromszogek teriilete (t,), valamint a PDS
és ADS haromszogek tertilete (t3). 1 pont




A PG szakasz sulyvonal az ABP haromszogben, ezért az AGP és BGP
haromszdgek teriilete is megegyezik, azaz

t; + 2t; = t; + 2t,,
amibol kovetkezik, hogy
t, = ts.
Ugyanigy belathato, hogy t; = t3, azaz a sulyvonalak valoban egyenl6 teriiletii
részekre bontjak a haromszoget. 1 pont

A fentiek kdvetkezményeként

Tpsep = 3 Tpap-

1 pont
Ugyanigy
1
Terrp = 3 “Tpge
és
1
Trrpp = 3 “Tpca-
Az utolsé harom egyenldség megfeleld oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy
Tpserrr _ 1
Tapc 3
ami mutatja, hogy a DSETFR hatszog terlilete a P pont helyzetétdl fliggetleniil
az ABC haromszdg teriiletének harmada. 2 pont

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: Ha a versenyzd bizonyitds nélkiil hivatkozik arra, hogy a haromszog sulyvonalai
a haromszoget egyenlo teriiletii részekre bontjak, akkor legfeljebb 7 pontot kaphat.




