12. évfolyam technikum, |I. fordulo

Pontozasi utmutato

1. Egy 5x5-6s meretii négyzetracson véletlenszeriien megjeloliink ket 1x1-es meéretii

racsnégyzetet. Mennyi a valosziniisége annak, hogy
a) mindkét négyzet a négyzetracs szélen van,
b) a kivdlasztott négyzeteknek nincsen kozos oldala?

a) Az 5x5-0s méretli négyzetracs Osszesen 25 darab 1x1-es méretii racsnégyzetet

tartalmaz. Ezek koziil 16 darab talalhato a négyzetracs szélén. 1 pont
Két ,kis négyzetet” Osszesen Zszﬁ = 300-féleképp lehet megjeldlni a
negyzetracson. 2 pont
A kedvezd esetek szdma: %15 = 120. 2 pont
Annak a valosziniisége, hogy mindkét négyzet a négyzetracs sz¢€lén van:
120 2
P=300 5 1 pont
b) Minden sorban 4 par 1x1-es méretli racsnégyzet van, amelyeknek van k6zos
oldala, igy a sorokban 6sszesen 20 par ilyen négyzetet talalunk. Ugyanigy 20
parat talalunk az oszlopokban is, tehat 6sszesen 40 olyan par van, amelyeknek
van kozos oldala. 2 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy azoknak a paroknak a szama, amelyeknek nincsen
ko6z6s oldala 300 — 40 = 260. 1 pont
A keresett valdsziniiség igy
260 13
P=300 15 i} 1 pont
Osszesen: | 10 pont
2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szam, amelyre a
2023!-2024!
n
tort értéke négyzetszam?
Mivel 2024! = 2023! - 2024, 1 pont
és 2024 = 23 -11- 23, 1 pont
ezért a tortet felirhatjuk
(2023MH)2-23-11-23
n
alakban. 2 pont
A (2023!)? primtényezds felbontasaban szerepld primek kitevdje paros, 2 pont

ezért a tort szamlalgjaban szerepld szorzat primtényezds felbontasdban a 2, a 11
¢s a 23 kitevoje paratlan, a tobbi primé paros.

1 pont

1




Ahhoz, hogy a tort értéke négyzetszam legyen sziikséges, hogy n primtényezds

felbontasaban a 2, a 11 és a 23 paratlan kitevon szerepeljen. 2 pont
A legkisebb ilyen szdm azn = 2 - 11+ 23 = 506. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
3. Oldjuk meg a valos szamparok halmazan a kévetkezo egyenletet.
x% + 3xy = 450
{Sxy + 9y? = 450
Az egyenletek bal oldalan allo kifejezések szorzatta bonthatok:
{ x(x + 3y) = 450
3y(x + 3y) = 450 2 pont
Osszuk el az elsd egyenlet két oldalat a masodik egyenlet megfeleld oldaldval,
igy azt kapjuk, hogy
X
e
x = 3y. 2 pont
Eredményiinket az els6 egyenletbe helyettesitve
(3y)? + 9y? = 450,
¢és igy
y? =25, 2 pont
A fenti egyenlet megoldasai: y = 5,ésy = —5. 2 pont
Az egyenletrendszernek két megoldasa van: x =15,y =5, illetve
x =-15y=-5. 1 pont
Ellen6rzés mutatja, hogy a kapott szamok az egyenletrendszernek megoldasai. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

4. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az x-tengelyt az origéban érinti, tovabbd

érinti az 0(5; 0) kozéppontu, 1 egység sugaru kort is.

A kor érintdje merdleges az €rintési ponthoz vezetett sugarra, valamint a kor az

x-tengelyt az origoban érinti, ezért a kor kdzéppontja az y-tengelyen van. 1 pont
Ha a keresett kor kozéppontja az y-tengely pozitiv felén van, tovabba
kozéppontjat C, az origdt pedig T jeldli, akkor az OCT derékszdgili haromszog
oldalai: TC =r,TO =5,C0 =r + 1. 2 pont




r+1

-12 -10 -8 -6 —4 -2 0T 2 kojé 8 10 12

[rjuk fel Pitagorasz tételét az OCT haromszogre:
r2+5% = (r + 1)~

2 pont
A miveletek elvégzése utan
r2+25=r>+2r+1, 1 pont
amibdl r = 12 adddik. 1 pont
A keresett kor egyenlete:
x% + (y—12)% = 144. 1 pont
Ha a kapott kort az x-tengelyre tiikrozziik, akkor olyan korhoz jutunk, amely
szintén megfelel a feltételeknek, ezért a feladatnak két megoldasa van. 1 pont
A masik megfeleld kor egyenlete:
x% + (v + 12)? = 144. 1 pont
Osszesen: | 10 pont
5. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan.
51Ox+2 —6- 59x+1 + 58x+1 =0
Az egyenlet bal oldalan allo kifejezést a hatvanyozas azonossagai alapjan
atalakitjuk:
52.510¢ _6.5.5% 4 5.58% = 1 pont
majd kiemeliink:
5-58.(5-52* —6:5¥+1) = 0. 2 pont
Mivel 58% > 0 minden x-re teljesiil, 1 pont
ezert
5:52%—6:5*+1=0. 1 pont




A kapott egyenlet y = 5*-ben masodfoku, 1 pont
lynek megoldésai y = 16és y = <
amelynek megoldasaiy = 1és y = —. I pont
Ha 5% = 1, akkor x = 0, és ha 5* = §> akkor x = —1.
Az egyenletnek két megoldasa van: x = 0, valamint x = —1. 2 pont
Ellendrzés mutatja, hogy a kapott gyokok az eredeti egyenletnek megoldasai. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

6. Az A, B és C pontok az adott sorrendben egy egyenesre illeszkednek. Az E és D pontok
az egyenesnek ugyanazon az oldalan helyezkednek el ugy, hogy az ABE és a BCD
haromszégek szabalyosak. Az AD és CE szakaszok metszéspontja P.

a) Bizonyitsuk be, hogy AD=CE.
b) Bizonyitsuk be, hogy az ABPE négyszog hurnégyszog.

a) Az abranak megfeleléen az AB hosszat a-val, a BC szakasz hosszat b-vel
jeloljiik.

A a B b C

Az ABE és BCD haromszogek szabalyosak, ezért AB = BE = a ¢és
BC = BD = b, tovabba ABDs = EBC+4 = 120°,igy az ABD és EBC
haromszogek két-két oldalban, valamint az altaluk kozre fogott szogben
megegyeznek, ezért

2 pont
az ABD ¢és EBC haromszogek egybevagodk egymassal. 1 pont
Az egybevagosagbol kovetkezik, hogy harmadik oldaluk is megegyezik, azaz




b) Jeldljiik az ABD haromszog hegyesszogeit az dbranak megfeleléen a-val,
illetve f-val. Ekkor a + = 60°.

1 pont
Mivel az ABD héaromszog egybevagd az EBC haromszoggel, ezért
BEC4 = a és BCE£ = f is teljesiil. 1 pont
Ekkor viszont az A CP haromszog hegyesszogei a-val, illetve §-val egyenlok,
ezért a P csucsnal 1évo kiilsé szogére APEZ = a + = 60°. 1 pont
Az AE szakasz a B és P pontokbol is 60°-os szog alatt latszik, ezért P és B
illeszkedik az AE szakasz 60°-os latoszogkorivére,

2 pont
amibdl kovetkezik, hogy az ABPE négyszog hurnégyszog. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: A b) feladat elsd 3 pontjat akkor is megkaphatja a versenyzo, ha észreveszi, hogy
az ABD hdromszog a B csucs koriili —60°-o0s forgatassal viheto at az EBC hdromszogbe,
tovabba hivatkozik arra, hogy az AD szakasz és elforgatott képe, azaz az EC szakasz pontosan
a forgatds szogét zarja be egymassal.




