Logaritmikus egyenl6tlenségek és egyenldtlenség — rendszerek

Megoldasok

Melyik nagyobb:
(Zog2 5)2 vagy log,207?
Megoldas:
Vegyiik a két szam kiilonbségét, kozben felhasznaljuk, hogy
log,20=log,(4-5)=2+1log, 5, igy
(log, 5)2 —log, 20 =(log, 5)2 —log,5+2=1log,5-(log,5-1)+2=

5 . . .
=log, 5-log, 5 +2>0, mivel mindkét tag pozitiv, ezért

(log, 5)2 >log, 20.

Bizonyitsuk be, hogy
6lg’ 6 > 25(lg2)-lg3
Megoldas:
Igazolni kell, hogy 6(Zg3 +1g 2) - 25(lg 2)-lg3 >0 igaz.
Atalakitasok utan kapjuk, hogy
6lg°3 — 13(lg2)~lg3+6lg2 2>0 /:log®2>0,

2
6| 1083 | _13.1083 ¢ o
log?2 log?2

6log; 3—13log,3+6>0.
Legyen log,3=a ,ahol a>0. ekkor

6a* —13a+6>0.

. 2 .
A bal oldal zérushelyei a, = % a, = 3 ezért az egyenldtlenségiink az a >0 feltétel
miatt csak a> 5 esetben mindig igaz, ezért az eredeti egyenldtlenség is igaz

6lg°3 - 13(lg2)-lg3+6lg22>0

Bizonyitsuk be, hogy
lg1—-Ig2+I1g3—-Ig4+..+1g99—-1g100 < —1



Megoldas:
Az egyenl6tlenség bal oldala igy is irhato:

1.3-5...-99
£5.4.6-.-100

Tekintsiik a kovetkezd egyenldtlenségeket:

99 _100
100 101

Ezeket 0sszeszorozva a kdvetkezot kapjuk:
1-3-5-...-99 <2-4-6-...-100
2:4.6-...-100 3-5-7-...-101

Szorozzuk meg mindkét oldalt a baloldali kifejezéssel:

(1-3-5-...-99 j2<1-2-3-4-5-6-...-100 1 1
2.3.4.5.6-7-...-101 101 100

2-4-6-..-100 B

3

ahonnan 1:3-5-.-9 <—, amit logaritmizéalva adddik az allitas, hiszen
2:4-6-...-100 10
1
lg—=-1.
£10

Oldjuk meg a kovetkezd egyenlétlenségeket a pozitiv valds szamok halmazén:
4x+log,9 > log,(9-2°"" -5)

Megoldas:

Az egyes egyenl6tlenségekben szerepld kifejezések értelmezeését altalaban kiilon nem

vizsgaljuk, a megoldas helyességérdl ellendrzéssel gydzodiink meg.

Egyenlétlenségiink a kovetkezd alakba is irhato:

4x =log, 2" > log, (22"” —%)

A log, x fiiggvény értelemzését és a szigorti monotonitasat felhasznalva a

kovetkezonek kell teljesiilni:



2% —g >0 és 2% >2.2% —g, melyek atalakitasaval a kovetkezot kapjuk:
4> g (47) —2-4" 250,
18 9

5 1 5
x>log, — és 4" <= vagy 4" >=.
8i1g 3 VYT 7y

A kapott eredményeket 6ssze kell vetni az x >0 feltétellel!
log, log, x+log,log, x <2
Megoldas:
A logaritmus értelmezése miatt fel kell tenniink, hogy log, x >0, azaz x >1 Attérve

mindeniitt 2-es alapra:

log, log, x
2

log, log, x—1+ <2, ahonnan

log, log, x<2.

Mivel a 2-es alapt logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, ezért

log,x<4, x<I6.

Figyelembe véve a kikotést, az eredeti egyenl6tlenség megoldasa: 1< x <16.

[1g(x+1)] ~4[lg(x+1)] +3<0
Megoldas:
Lathato, hogy x >—1 feltétel mellett [ /g (x+ 1)]2 -re nézve masodfoku egyenlétlenség,
melynek megoldasa figyelembe véve a bal oldal zérushelyeit: 1 és 3 -

1<[log, (x+1)] <3 azaz 1<|log, (x+1)|2 /3.

Felbontva az abszolut értéket két egyenldtlenséghez jutunk:

log, 2 :—\/§S10g2 (x+l)£1 vagy log,2=1<log, (x+l)S\/§:log2 2’5,

| 1 N
melyek megoldésa: 275 -1< ) vagy 1<x<2% —1.
Mivel mindkét kapott eredmény eleget tesz a kikotésnek, egyben ez a megoldasa a

feladatnak.

210gl (log2 x) > logl (6 —log, x)

3 3

Megoldas:



A logaritmus értelmezése miatt log, x >0 és 6>log, x, azaz 1 <x<64.

Hasznalva a logaritmus azonossagot a kovetkezd alakba irhatéd az egyenlétlenség:

log, (log2 x)2 >log, (6—log2 x)
3 3

Mivel 1-nél kisebb alap esetén a logaritmusfiiggvény szigorian monoton csdkkend,
ezért
2
(log, x)” <6—log, x,
(log, x)2 +log, x—-6<0.
Figyelembe véve a bal oldal zérushelyeit az egyenl6tlenség akkor és csak akkor igaz,

ha —3<log2x<2<:>%<x<4.

A kikdotést figyelembe véve a megoldas: 1< x <4.

Zogl (4—x)210gl 2—Zogl (x—l)

2 2 2
Megoldas:
A logaritmus értelmezése miatt 1 < x <4. A logaritmus azonossagat hasznalva:
2
log, (4-x)>log, —.
2 247
Mivel 1-nél kisebb alap esetén a logaritmustiiggvény szigorian monoton csokkend,

ezért

4—x£i.
x—1

A kikotés miatt x—1> 0, ezért a vele torténd szorzas ekvivalens atalaktas:
(4-x)(x-1)<2 < x*-5x+6>0
A bal oldal zérushelye 2 és 3, ezért a megoldas a kikotés figyelembe vételével:

1<x<2 és 3<x<4.

(x* +13,3x+44,1) Jlog, ,| x+6] >0

Megoldas:
A négyzetgydk fogalma miatt log, | x+6|>0 lehet, ezért x> +13,3x+44,1>0
egyenldtlenségnek is teljesiilni kell.

Mivel log,, | x+6 | fiiggvény szigoruan monoton csdkkend, ezért



10.

1.

0<|x+6|<I, ahonnan —7 <x <—6 vagy —6 < x <5 kovetkezik.
Az x* +13,3x+44,1=0 egyenlet gydkei: x, =—6,3; x, =—7.
Az x* +13,3x+44,1>0 egyenldtlenség megoldasa: x <—7 vagy x>—6,3.

a kikotések figyelembe vételével a megoldas:

xe]—6;—5]U xeR

log, (1+x) >[1 —log (1— x)] -log, x
Megoldas:
A logaritmus fogalma miatt fel kell tenniink, hogy 0<x<1. Attérve 3-as alapra

egyenldtlenségiink a kovetkez6 alakot olti:

B log, (l—x)

-log, x,
log, x

log, (l + x)>[l
log, (1 + x)>log3 x—log, (1 —x),
X
log,(1+x)>log, —.
83 ( ) 83 1—x
Mivel 1-nél nagyobb alap esetén a logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, ezért

X 1t s
1+ x> 1—, ahonnan az x — re vonatkozo6 kik6tés miatt
—-X
I-x*>x, < x*+x—1<0.

Zérushelyek alapjan az eldzetes kikotésekre tekintettel a megoldas:

—1+\/§

O<x< .
2

> J2+log 9-log, x<2
3

Megoldas:
Fel kell tenni, hogy x>0 és 2+/og 9=2+ log. » >(. Utobbi akkor és csak akkor
teljestil, ha:
%zo & log, x>0 és 1+log, x>0 vagy log, x <0 és 1+log, x<0 .
3

A kikotés elsO része x >1és x> 3 esetén teljesiil, a masodik rész pedig 0 < x <1 és
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x< % esetén. fgy a végsé kikotés: x>1 vagy 0<x< %

Az eredeti egyenl6tlenség felirhato a kovetkezo alakban is:

2(1+log, x
& (—log, x)<2.
log, x

Ha x >1, akkor log, x>0, ezért —log, x <0, vagyis az egyenl6tlenség igaz.

Ha viszont log, x <0, akkor az egyenl6tlenség baloldala nemnegativ, igy a négyzetre

emelés ekvivalens atalakitas:

2(1+1log, x)

log: x<4
log, x

(1+log, x)log,x <2
log: x+log,x—2<0 <« -2<log,x<l
log, x+log, (x—2)>1
Megoldas:
A logaritmus fogalma miatt 0 <a <1 vagy a >1 lehet és még x >2 feltevéssel kell
¢lni.
Ha a >1 akkor a logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, vagyis az eredeti
egyenldtlenségbdl x(x - 2) > a kovetkezik.
x’—2x-a>0.
Az egyenlOtlenség szoba jovO megoldasa: x > 1+m .
Ha 0<a <1, akkor az log, x fliggvény szigorian monoton csokkend, ezért az ezért az

eredeti egyenlétlenségbdl az x° —2x —a < 0 adédik.

Az x — re tett megjegyzés miatt a szoba johetd megoldas:

2<x<1+\/1+a.

Osszefoglalva a megoldasokat:
Ha O<a<1, akkor 2<x<l++/1+a;
Ha a >1, akkor x>1++1+a.

log? (x’j;) >log, (a‘” X ) ,ahol a>1

Megoldas:
Fel kell tenni, hogy x > 0. Egyenldtlenségiink mas alakba is irhato:



14.

15.

(\/;loga x)2 >4x+3xlog, x
xlog? x> x(4+3log, x).
Mivel x>0, ezért

log’ x>4+3log, x,
log’ x—3log, x—4>0.

baloldal zérushelyeit meghatarozva: log, x =4; log, =—1.

Az egyenl6tlenség megoldasa: log, x <—1 vagy log, x >4, ahonnan a feltételek

alapjan:
1 4
O<x<— vagy x>a .
a
log, .., (x2 —x)>1
Megoldas:

A logaritmus értelmezés miatt az alabbi kikotéseket kell tenniink:
2x+4>0, 2x+4=1, x> —x>0, melyekbdl
0>x>-2, x#-15; vagy x>1 adodik.
A logaritmus alapja miatt két esetet kell vizsgalni.
a) Ha 2x+4>1, azaz x >—1,5 akkor a logaritmus fiiggvény szigoruan monoton nd,
ezért
xP—x>2x+4
x*=3x-4>0 & —-1,5<x<-1 vagy x> 4.
b)Ha 0<2x+4 <1, azaz -2 <x<-1,5 esetben a logaritmus fiiggvény szigorian
monoton csokkend, igy az eredeti egyenlétlenségbdl a kovetkezd adodik:

X’ =3x-4<0 < —-1<x<4.

Mivel ]—2; —1,5[ﬂ , ezért a b) esetbdl nem adodik tovabbi megoldas.

log ., (2)62 —3x+ 1)S2
Megoldas:
Az értelmezés miatt fel kell tenni, hogy
2x* =3x+1>0, x+1>0, x=0.

Osszegezve a kikotéseket a kovetkezét kapjuk: —1<x<0,5 vagy x>1, ésx #0.
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Ha —1<x<0, akkor 0 <x+1<1 ésigy az eredeti egyenl6tlenség aloldalan allo
fliggvény szigoriian monoton csdkkend, ezért
2x% =3x+1>(x+ 1)2 igaz, ahonnan x(x—5)>0.

A feltevés szerint x <0, ezért x—5<0, x <5, igy ez az egyenldtlenség igaz minden
xe|-1;0[ valos szamra.
Ha 0<x<0,5, akkor mar a fliggvény szigorian monoton no, igy

x(x—S) <0, deittis x—5<0, igy az egyenl6tlenség igaz minden x € ] 0;0,5 [
valds szamra.
Ha x >1, akkor a fliggvény szigorian monoton nd, ezért

x(x=5)<0 < 0<x<5,sszevetve a feltétellel a megoldas ekkor x €] 1;5 ]

log 3<log, ., 9

Megoldas:
Tegyiik fel, hogy x>0 és x #1. Attérhetiink 3-as alapra, mert 2x+3>3#1, igya
kovetkezdt kapjuk:
1 < 2 .
log,x log, (2x + 3)

Ha 0 < x <1, akkor a baloldal negativ, a jobboldal pozitiv, igy x € ] 0;1 [ megoldas.
Ha x >1, akkor mindkét nevezd pozitiv, ezért

log, (2x + 3) <2log,x=log, x" .
Mivel a log, x fliggvény szigoruan monoton nd, ezért

2x+3<x’
¥ —2x-4>0 < x<-1 vagyx>3.
Az x >1 feltétel miatt csak x >3 a megoldas ebben az esetben.

Osszefoglalva a megoldas: xe]0;1[(

(98]

-X
4-x

<1

lOg 2—-x

Megoldas:
A logaritmus alapja nem lehet negativ, azaz x—2 >0, ezért x <2 . Ekkor viszont a tort

pozitiv, - mert a tort csak x <3 vagy x >4 esetén negativ — ezért a logaritmusa is

létezik.
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Ha 2—x>1, azaz x <1, akkor a logaritmus fiiggvény szigoruan monoton nd, ezért
3—x
4—-x
3—x< (2—x)(4—x),

x*=5x+5>0.

0< <2—x kovetkezik. Mivel x <1, ezért 4—x >0, ezért

4\

Mivel x <1, ezért x> —5x+5=x>+5"
H_J

~u

~ teljestil.

Ha viszont 0 <2—-x <1 azaz 1 < x <2, akkor a logaritmus fiiggvény szigortian
monoton csokkeno, ezért

3—x

4—x

>2—x

Az x — re tett kikotés miatt 4—x >0, ezért

3—x2(4—x)(2—x),

+
x> —5x+5<0. A baloldal dérushelyei: x = %

55 _5+\5

ezért az egyenldtlenség megoldasa: 3 <x< 3

Figyelembe véve az 1< x <2 kik6tést, ebben az esetben a megoldas:

5-5

2

<x<2.

Osszegezve a feladat megoldasa: x e ]—oo;l[u{—ﬂ{

log ., (x2 -2x+ p)22
Megoldas:

Fel kell tenni, hogy x+2>0, x+2#1, x> —2x+ p >0.

Mivel x* —2x+p=" nos —1), ezért a kikotések: x >—2, x=—1, p>1.

zvu

Ha x+2>1, azaz x >—1, akkor a logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, ezért

x* —2x+p2(x+2)2, ahonnanxSpT_ét.

Ha p>-1, akkor —1<x£p;4.

Ha 0<x+2<1, azaz —2 < x< -1, akkor a logaritmus fliggvény szigortan monoton
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csokkeno, ezért

p—4

Ha még figyelembe vessziik, hogy —2 < v <-1,akkor —-12< p—4<—-6, azaz

—8< p<—2, ami ellentmond p>1- nek.

1 1

- 0
logs(3—2x) 4-log,(3-2x) -

Megoldas:

A logaritmus értelmezése miatt fel kell tenni, hogy x <1,5.
Legyen log; (3 — 2x) =u#0.

Ekkor egyenldtlenségiink a kdvetkez6 alakot 6lti:

1 1

<0, u#4,
u 4-u

Abrazoljuk az u, 2—u, 4—u fiiggvényeket, mert ezek eldjele donti el a tort eléjelét.

Nekiink azok az u-k a megoldésok, ahol a negativ fliggvényértékek szama paratlan:

\ 4

0 2 4\

Az 4brardl leolvashato, hogy u ]—oo;O[U
Elvégezve a visszahelyettesitést:

log (3 —2x) <0 vagy 2<log, (3 —2x) <4
Mivel az log, x fiiggvény szigoriian monoton no, ezért

0<3-2x<1 vagy 25<3-2x<625 melyekbdl
L5>x>1 vagy —-3ll<x<-I11.

Mindkét kapott eredmény megfelel a kikotésnek.

10



2
N2—x"+2x+x-2 <0

20. <
log, (2,5 —x) +log, 2

Megoldas:

Fel kell tenni, hogy x<2,5 x#2, és 2—x” +2x>0.

Ezen kikotésekbdl kovetkezik, hogy 1-+/3 <x<2,5 és x # 2.

2
N2—x +2x+x—2<

<0
log,(5—2x)

Ha 2 <x<2,5, akkor a szamlalo pozitiv, a nevezd negativ, igy ekkor igaz az

egyenldtlenség.

Ha 1- ﬁ < x <2, akkor a nevezd mar pozitiv és igy a
V2—x"+2x +x-2<0 egyenlétlenséget kell megoldani.

N2=x?+2x<2—x.

Mindkét oldal nemnegativ, igy a négyzetre emelés ekvivalens 4talakitas:
2-x*+2x<4—4x+x7,

3-45 3445
vagy .

x>
2 2

X =3x+1>20 < x<

Az x-re vonatkozo6 kikotés miatt x € {1 - \/g ; #}

Osszefoglalva az egyenldtlenség megoldasa:

xe{l—ﬁ;#}u

21. Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenség-rendszert:

32x+y—1 +4'32x—1 SZ
4x+y=2-log, 4

Megoldas:
A masodik egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy 2x+y—12=1-2x—log, 4, ezért az elsd

egyenldtlenségbe helyettesitve a kovetkezot kapjuk:

31—2x—10g34 + 4.32)\‘71 < 2,

1-2x
34 +4.3 <2,
1 2x-1
35 +16-37 <8

11
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16-(3*1) 8.3 110,
(4-31 1) <o.
Utobbi viszont csak az egyenldség esetén lehet igaz:
4.3 -1=0,
2x-1 1 1
3 =— o 2x-l=log,— < x=1-log,4.
4 4
Visszahelyettesités utan a masodik egyenl6étlenségbdl kapjuk, hogy

2-2log,4+y=2-log,4,
y=log, 4.

Hatdrozzuk meg mindazon (x;y) valds szamparokat, amelyek kielégitik az alabbi

egyenlGtlenség-rendszert:

log, .(2—y)>0
log, | (2x-2)>0

Megoldas:
A logaritmus fogalma miatt x-re az alabbiakat kell kikotniink:
2—x>0, 2x—2>0, x#1,azaz x e ]1;2[ )
A logaritmus fogalma miatt y-ra pedig az aldbbiakat:
4-y>0, 2—y>0, y#3, melybdl y <2 adddik.
A masodik egyenldtlenségben az alap 1-nél nagyobb, ezért 2x—2 > 1, vagyis x>1,5,
amit a korabbi eredménnyel dsszevetve x € ]1, 5; 2[ adodik.
[gy viszont az elsé egyenlétlenségben a logaritmus alapja 1-nél kisebb, ezért beléle
2—y <1, azaz y>1 kdvetkezik és igy mar y € ]1;2].
Osszefoglalva mondhatjuk, hogy mindazon (x;y) értékparok megfelelnek, amelyekre
xe|l5:2], ye]i;2[ .
Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenség-rendszert:

log._,(5-y)<0
logz_y (4 - x)< 0

Megoldas:
x-re a logaritmus értelmezése miatt fel kell tenniink, hogy

x—1>0 x#2, 4—x>0.

12
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25.

Az x lehetséges értékeinek az [1;4{ \ {2} halmaz felel meg.
yra: 2—y>0, y#1, vagyis y<2ésy#1.
Ha most 0 <x—1<1, akkor az els¢ egyenlétlenségbdl
S5-y>1 & y<4
Ha x—1>1, akkor 5—y <1, ahonnan y >4, ami viszont y <2 miatt lechetetlen.
fgy x-re csak 1< x <2 johet szamitasba.
Ebbdl kovetkezik a mésodik egyenldtlenség alapjan, hogy
0<2-y<I lehetséges.
Ekkor viszont 4—x >1 ahonnan x <3 adddik.
Az egyenl6tlenségrendszer megoldasai:

xe]l;2[ ye]l;Z[ .

Oldjuk meg az egyenl6tlenség-rendszert:

2‘x2—2x—3 ‘—10g23 _ 3,),,4

4 y|~|y—1]+(y+3)" <0
Megoldas:

Az elsé egyenletet atalakitjuk figyelembe véve, hogy 2°%° =3

2_ —
2‘)[ 2x 3‘ x2—2x—3‘ :37)}73 -

— 3*%4’ 2‘

3
Mivel a 2 és 3" fiiggvények grafikonjanak csak egy k6zos pontja van a (0;1) , ezeért
csak x> —=3—-2x=0 és —y—3=0 lehet, ahonnan x, =3, x, =—1, y=-3.
az y =-3-ra az egyenlOtlenség teljesiil, ugyanis az egyenldség igaz.

fgy a megoldashalmaz:

{(-1,-3):(3:-3)}.

Mindazon (x;y) szémpérok kéziil, amelyek a

logxzw2 (x + y)zl

egyenldtlenséget kielégitik, keressiik meg azt, amelyre az y a legnagyobb.
Megoldas:

Az log. . (x+)>1 egyenlétlenség két esetben lehet igaz:

13



L X4y’ >lésx+y>x"+)7;

I 0<x*+)y"<lésx+y<x’+y°.

Konnyen tekinthetd grafikus megoldas, ha tekintjiik az

¥+ =1 x+y=0;, X’ +)y° =x+y

egyenletekkel adott alakzatokat. Az egyenldtlenségek miatt az elsd két alakzatot

szaggatott vonallal rajzoltuk.

»

%1;(

\
|
L
7
7
7
’
N
\

N\
N\

A megoldashalmazt a bevonalkazott tartomany szemlélteti, ahol az 6sszefiiggd vonallal

rajzolt hatarpontok is beletartoznak. A K pontkoordinatai: K (% ; %j, legyen a P pont

P(%; y}. Az y nyilvan akkor maximalis, ha x = % , ugyanis ez jeloli ki a kisebbik

koron a legmagasabban fekvo P pontot.

2+l=l+y, ahonnan
4 2

X

) 1

y-y=-7=9
1+2
==
_1+\/5

A feladatsort 6sszeéllitotta: dr. Tober Ern6é Nagykanizsan, 1990. december 5-én.
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