Algebra, fliggvények

Adott az f(x)=x" +ax+b maésodfoka polinom, amelyrdl tudjuk, hogy az

f ( f (x)) =0 egyenletnek négy kiilonb6z6 valos megoldasa van, melyek koziil

. 1
pontosan kettére igaz, hogy 6sszegiik —1 . Mutassuk meg, hogy b < T

Megoldas:

Jelolje x, és x, az f ( f (x)) polinom azon két valos gyokét, melyek dsszege
-1 éslegyen f(x)=c, f(x,)=c,. Aznemlehet, hogy ¢, = c,, mivel akkor
£ (f(x)) masik két gydkének dsszege is —1 lenne. (Gondoljunk arra, hogy f

grafikonja parabola, ami tengelyesen szimmetrikus. Mivel x, #x,, ezért a

szimmetriatengely egyenlete x = s —%.) Ekkor f(c,)=0,f(c,)=0.
Mivel

x, +ax, +b=c,

X, +ax, +h=c,,
igy

2 2
X +x; +a(x +x,)+2b=c +c,.

A ¢ és ¢, megoldasai az f(x)=0 egyenletnek, ezért a Viéte-formulék sze-
rint ¢, +¢, =—a.
Behelyettesitve:

1
xlz+x22+2b=0<:>b=—5(x12+x§).

Tekintettel arra, hogy

2(3512 +x§)2(x1 +x2)2 = (x1 —x2)2 =20,
adodik, hogy
1 1
b < —Z(xl +x2)2 = —Z,

ami éppen a feladat allitasa.
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