Javitasi atmutato
11. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni eldre, hogy a versenyzék milyen megolddasokat
adnak, a feladatok a leirttol eltérd modon is megoldhatok. A részpontszamok adasandal kévessiik azt az
utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. a) Mennyi a 4b(5a — b)— (Sa - 2)(5a + 2) kifejezés legnagyobb lehetséges értéke, ahol a és
b tetszoleges valds szamok? (6 pont)

Megoldas. 4b(5a — b)— (5a — 2)5a +2) = 20ab — 4b> — 254> + 4 = 4 — (25> - 20ab + 4b* ) =

=4- (Sa — 2b)2 , tehat a kifejezés értéke 4-nél nem nagyobb. 4 pont
A kifejezés értéke lehet 4, ha példaul a =b=0. 1 pont
A kifejezés legnagyobb értéke 4. 1 pont

1. b) Az x, y, z szamokra x(x + 1) = y(y + 1) = Z(Z + 1) teljesiil. Igazolja, hogy
(x—yNy—-z)z—-x)=0. (6 pont)

1. megoldas. Az elsé egyenldség szerint x> + x—y*> —y =0, azaz (x—y)x+y+1)=0.

Hasonléan kapjuk, hogy (x — z)(x +z+ 1) =0. 1+1=2 pont

Ha x—y=0,vagy z—x =0, akkor (x—y)(y—z)(z—x):O. 2 pont

Kiilonben x+y+1=0 ¢és x+z+1=0. Ezekbol y=z adodik, ¢és ekkor is
(x—yNy—z)z—-x)=0. 2 pont

2. megoldas. Legyen x(x + 1) = y(y + 1) = z(z + 1) =c. Ekkor x, y, z mindegyike gyoke a
t(t + 1) = ¢ masodfoku egyenletnek, melynek legfeljebb két gyoke van, ezért az x, y, z szamok
kozott van két egyenld. 6 pont



2. Az ABC héaromszog oldalai 4B =25, AC =24, BC =23, a B cstcsbol indulé magassag
talppontja az AC oldalon D. Mekkora az AD — DC kiilonbség? (12 pont)

Megoldas. m” =25 —x? = 23> — (24— x)’.

25 23

Egy é4brara, a két Pitagorasz-tételre adjunk 1+2+2=5 pontot.

257 -23% = x? —(24—x)*, igy (25-23)25+23)=(x — (24 — x))(x + (24 - x)).
Tehat 2-48 = (2x—24)-24, 2=x-12, x=14,

Az egyenletrendszer megoldasara adjunk 5 pontot.
(A magassag hosszat nem sziikséges kiszdmolni.)

AD =14, DC =10, AD-DC =14-10=4.
Helyes valaszra adjunk 2 pontot.

3. Oldja meg az (a + gj(b + E] =25 egyenletet a pozitiv egész szdmok korében. (12 pont)
a

Megoldas. (a +§j{b +9j =25, ab+12 +3—Z =25, azaz (ab)’ —13ab+36=0. 4 pont
a a

Szorzatt alakitassal (ab - 4)(ab —9) =0, igy az egyenlet megoldasai: ab=4 és ab=9.
4 pont

Ezért a keresett (a, b) megoldasok az osztoparok alapjéan: (1, 4), (4, 1), (2, 2), (1, 9), (9, 1),

(3,3).
Ha 1 megoldast talal, arra adjunk 1 pontot, 2 vagy 3 megoldasra 2 pontot,
4 vagy 5 megoldasra 3 pontot. A 6 megoldas felsorolasara adjunk 4 pontot.



4. Hany olyan paros szam van 4000 és 7000 kozott, amelynek szamjegyei kiilonbozoek?
(12 pont)

Megoldas. Ha az elsé szamjegy paros, az kétféle lehet, és ekkor az utols6 szamjegyre 4-féle
lehetdség van, a masodik jegy 8-féle, a harmadik 7-féle lehet. Ez Gsszesen 2-8-7-4 =448
lehetdség. 4 pont

Ha az els6 szamjegy paratlan, akkor az csak 5, az utols6 szamjegyre 5-féle lehetdség van, a
masodik jegy 8-féle, a harmadik 7-féle lehet. Ezeknek a lehetdségeknek a szama
5-8-7=280. 4 pont

A keresett szamok szama 488 + 280 = 728 . (A 4000 és a 7000 nincs a keresett szamok kozott,
mert vannak egyforma szamjegyei.) 4 pont

5. Az ABC derékszogli haromszog oldalhosszai 3, 4 és 5 egység. Az AC atfogora kifelé rajzolt
négyzet kozéppontja O.

E
A
D
4
B 3 C
Mekkora a BO szakasz? (16 pont)

1. megoldas. A BACZ ésa CAOZL =45° szdgek 0sszege BAOL = ¢.

E

B 3 C

Ennek koszinuszat addicios tétellel szamolhatjuk, ahonnan mar koszinusztétellel azonnal
kapjuk BO-t.



52 5 2 10
Most a BO-ra felirt koszinusztételbc’il'

BO* =4* + ﬂ -2-4.5. £ £=16 E—4-£ , vagyis BO—ﬂ
2 10 2 2 2 2

2. megoldas. Az ACDE négyzet oldalaira az abra szerint épitsiink az ABC derékszogl

haromszoggel egybevagd haromszogeket.
E

S

I

B 8 [0 4
fgy kaptunk egy négyzetet, melynek oldala 3+4=7, az atloja V2, és az 4t fele

BO_N_

3. megoldas. Az ABCO négyszdg hurnégyszog, mert két szemkozti szoge, a B és O
csucsoknal 1évo szogek derékszogek.

A
X

frjuk fel a Ptolemaiosz-tételt: AB-CD +BC-AO = BO- AC . Mivel 40 =0C = %, igy

5\/_ +3- i—5 BO. Innen BO—7\/_

Pontozas: Ha ratalal egy a megoldashoz elvezetd utra, arra adjunk legalabb 4 pontot.
Teljes megoldasra 16 pontot.



6. Melyik az az abc haromjegyli szdm, amelyre legkisebb az abc — (a2 +b” + cz)? Mekkora
ez a legkisebb érték? (16 pont)

Megoldas. 100a +10b + ¢ — (a® + 5> + ¢ )= (100a — a* )+ (106 = 5 )+ (c - ).
Azt kell megvizsgélnunk, hogy a jobb oldali 6sszeg harom tagja kiilon-kiilon mikor veszi fel a
legkisebb értékét, és mennyi ez az érték. 3 pont

106 —b* = b(10 —b) > 0, és az értéke egy esetben lehet nulla, ha b =0. 3 pont
c—c’ = c(l - c) parabola csucspontja a ¢ = % egyenesen van, a parabola szarai lefelé

allnak, igy a ¢ =0, 1,2, ..., 9 tartomanyon a c¢—c’ kifejezés a legkisebb értékét ¢ =9 -re
veszi fel. 3 pont

100a —a’* = a(lOO—a) parabola csucspontja az a =50 egyenesen van, a parabola szarai
lefelé allnak, igy az a =1, 2, ..., 9 tartomanyon a 100a —a’ kifejezés a legkisebb értékét
a =1-re veszi fel. 3 pont

A keresett szam a 109.
2 pont

Ezek alapjan abc — (a® + b> + ¢ ) legkisebb értéke 109 — (1> + 0% +92)=109 82 = 27.
2 pont



7. Az ABC haromszog magassagainak talppontjai 4,, B,, C,. Az A,B,C, haromszdg szdgei
30°, 60° és 90°. Mekkordk az ABC haromszog szogei? (20 pont)

Megoldas. A talpponti haromszog szogeit egészen mas mddon kaphatjuk meg hegyesszogi és
tompaszogli haromszogek esetén.

Nézziik eldszor azt az esetet, ha az ABC haromszdg hegyesszogi.

Az AB folé rajzolt Thalész-korre illeszkednek az A4, B, pontok. Az ABA B,
harnégyszogben a szemkozti szogek Osszege 180°, ezért BA B Z=180°—-a, és igy
BACZ=q.

Az AC f{0lé¢ rajzolt Thalész-korre illeszkednek az 4,, C, pontok. Az ACAC,
hurnégyszogben a szemkozti szogek Osszege 180°, ezért CA,C,£L=180°-a, és igy
ClABZ=qa.

Ezért a talpponti haromszog B, 4,C, szoge B, A,C,£=180°-2¢« .

C
e
B, a
a B
A C B

1

A feladat adatai szerint 30°=180°—-2a, 60°=180°-24, 90°=180°—-2y . Innen az ABC
haromszog «, B, y szogei: 75°, 60° és 45°.



Nézziik most azt az esetet, ha az ABC haromszog tompaszogu.
Az ABB, derékszogli haromszogben B-nél [ szog van, igy az 4-nal 1év6 szog 90°— 4.
Tekintsiik az ABM haromszoget.

M M
B, 90°-
B A
90°-
90°- 1 i
A C B A C, B

Az eldbbi vizsgalatok szerint C,4,BZ = BjA,MZ =90°— 3, igy a talpponti haromszog 4, -
nél 1évo szoge B, A,C,£ =2 . Ugyanigy a B,-nél 1év6 szog B, A,C, £ =2a.

A talpponti haromszog harmadik szoge 180° —(2a +23) = 180° — (360° — 2y ) = 2 —180° .

A feladat adatai szerint 2a, 2/, 2y —180° értékei valamilyen sorrendben 30°, 60° és
90°. Innen az ABC haromszdg «, S, y szogeinek lehetséges értékei: 15°, 30° és 135°; 15°,
45° és 120°; 30°, 45° és 105°.

Egy lehetdség van még, ha az ABC haromszog derékszogli. Ekkor a talpponti haromszog
elfajuld haromszdg, a derékszdgili haromszog atfogdhoz tartozd magassaga lesz. Tehét az eset
nem ad megoldast.

Ezek alapjan négy megoldas van, az ABC haromszog szogei (750, 60°, 45°), vagy

(15°, 30°, 135°), vagy (15°, 45°, 120°), vagy (30°, 45°, 105°).

Pontozas: A hegyesszogl haromszog szogeinek megtalalasara adjunk 8 pontot,
a tompaszogl haromszdgekre adjunk 4+4+4 pontot

Ha latja, hogy kiilon kell foglalkozni a hegyesszogl és a tompaszogii haromszoggel, és 1ényegesen
nem jut tovabb, arra adjunk 4 pontot.



Javitasi atmutato
12. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni eldre, hogy a versenyzék milyen megolddsokat
adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok adasanal kévessiik azt az
utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Hanyféleképpen lehet kivalasztani az a, b, ¢ (nem feltétleniil kiilonb6zd) szdmokat az

{1, 2,3, 4} halmazbol ugy, hogy a(b ) oszthato legyen 4-gyel? (12 pont)
Megoldas. Az oszthatdésag a =1 és a =3 esetén nem teljesiil. 2 pont
Ha a =2, akkor b > 2 esetén teljesiil a 4-gyel vald oszthatosag, igy b =2, 3 vagy 4, és ¢
értéke 1, 2, 3 vagy 4 lehet. Ez 3-4 =12 lehetdség. 4 pont
Ha a =4, akkor b ¢s ¢ értékét korlatozas nélkiil valaszthatjuk az 1, 2, 3, 4 szamok koziil. A
valasztasi lehetdségek szama 4-4 =16. 4 pont

.. b¢
Osszesen 12 +16 = 28 esetben oszthato 4-gyel az a( ) hatvany. 2 pont

2. Az ax’ +bx+c=0, a#0 egyenlet két gydke sina és cosa. Bizonyitsuk be, hogy
b? =a’ +2ac. (12 pont)

Megoldas. A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggések szerint sing-cosar =< és

a
sina +cosa =——. 4 pont
a

bY c

Lassuk be, hogy b*> = a’ + 2ac, azaz (—j =1+2-=. 4 pont
a a

bY ([ bY

(—j =(——j =(sina +cosa)’ =sin’ o +2sina -cosa +cos’ a =

a a

. c (- e
=1+2sina-cosa =1+2-—. Tehat igaz az allitas. 4 pont

a



3. Az ABC derékszogli haromszog atfogojanak végpontjai A(3, 1) és B(S, 7). Hatérozza meg

a C(1, y) cstics masodik koordinatajat. (12 pont)
Megoldas. BC L AC, ezért CB-CA=0. 4 pont

y

A

1 B(5,7)

C(1,y)
+ A3, 1)
Tttt X

@(4, 7- y), C—A(2, 1- y), igy a skalaris szorzat 4-2 + (7 - y)(l - y) =0. 4 pont
Ebbdl y* —8y+15=0, azaz (y—5)(y—3)=0, y=3 vagy y=5. 2 pont
A C cstcs masodik koordinataja 3 vagy 5. 2 pont

Pontozas: Ha nem oldja meg, de jarhato a megkezdett Gt (masképp is megoldhato, példaul egy kor és
egy egyenes egyenleteibdl all6 egyenletrendszer megoldasaval), adjunk legaldbb 4 pontot.

4. Az ABC haromszog A4, B, C csucsaindl 1évo szogek rendre «, B, y, és tga:%,

21 . AC
t =— . Mennyi —? 12 pont,
gp 20 2o (12 pony)

1. megoldas. A haromszogben a C csticsbol induld magassaga CT =m .
Az AC és BC oldalakat felirjuk m segitségével, és innen adddik a két oldal aranya.

2 pont
Az ATC derékszogli haromszogben tga :% miatt a két befogd AT =4x, CT =3x=m,
, 4
igy AT :Em. 2 pont

‘. . 4 Y
Irjuk fel a Pitagorasz-tételt: AC = (5 mj +m’ = %m . 2 pont



A BTC derékszoglh haromszogben tg f = i—(l) miatt a két befogd BT =20y, CT =2ly=m,
igy BT:%’”- 2 pont
20 )2 , 29

+m

frjuk fel a Pitagorasz-tételt: BC = [E m = BTl m. 2 pont

AC im 5 21 35

Ezekbdl — = == =— 2 pont
BC Z£m 329 29
2. megoldas. A szinusz-tétel miatt Ac = s%nﬂ . 4 pont
BC sina
A tangens értékek vizsgalatahoz tekintsiink egy-egy alkalmas derékszdgii haromszdget.
Ha tga = % , akkor a 3, 4, 5 oldalu derékszogli haromszogben sin o = % . 3 pont
21 e ) : 21
Ha tgf = 20 akkor a 20, 21, 29 oldalu derékszdgii haromszdgben sin f = EYR 3 pont
Ezekbol AC = sin = 33 2 pont

BC sina 29

5. Oldja meg az 3 ! egyenldtlenséget a valds szamok korében. (12 pont)

<
+5 3% -1

Megoldas. Legyen 3" =¢. Végezzilk el ezt a helyettesitést, és oldjuk meg a kapott

1
—X egyenldtlenséget. 2 pont
(45 -1 2 s P
1 1 -
———-——<0, azaz LS 2 pont
t+5 3t-1 (t+5)3t-1)
Ennek megoldésa ¢ < -5, vagy % <t<3. 4 pont

1 .
Tehat két eset van: 3" < -5, vagy 3 <3* <3. Az els6 egyenlétlenségnek nincs megoldasa,

hiszen 3" > 0. 1 pont
| ,
§<3 <3 megolddsa —1<x<1. 1 pont

A feladat egyenl6tlenségének megoldasa: —1<x <1. 2 pont



6. Keresse meg azt a leghosszabb mértani sorozatot, melynek tagjai kiilonboz6 szamok a
{100, 101, 102, ..., 1000} halmazbol. (20 pont)

Megoldas. A keresett sorozat hanyadosa racionalis szam.
Ha a hanyados 2, akkor a sorozat legfeljebb 4 szambol all, egy ilyen sorozat 100, 200, 400,
800. Ha van hosszabb sorozat, akkor a hanyados kisebb 2-nél.

Legyen ez a hanyados 1 < g = L) , ahol (m, n) =1. (Lehet 1-nél kisebb is a hanyados.)
n

A sorozat tagjai a, aq, aq’, aq’, aq®, aq’, ...

6
Ha a sorozatnak 6-ndl tobb tagja van, akkor a hetedik tag a-(ﬂj , ezért az elsd tag
n

oszthatd n°-tal, és az utolso tag oszthatd m® -tal.

m <3, mert 4° >1000, tehat utolsd, m° -tal oszthatd tag nagyobb 1000-nél.

Mivel n<m,ezért n=1 vagy n=2.

Ha n =1, akkor a hetedik tag legalabb 100-2° = 6400 .

Ha n =2, akkor m =3 . A sorozat elsé tagja oszthato 64-gyel, a legkisebb ilyen szam a 128,
am ekkor a sorozatnak csak 6 tagja van. Tehat a sorozatnak nem lehet 7 tagja.

Van 6-tagi mértani sorozat: 128, 192, 288, 432, 648, 972, és ennél hosszabb sorozatot nem
talalunk. A sorozat hanyadosa % (Lehet csokkend is a sorozat. Akkor ugyanezeket a

szdmokat kapjuk csdokkend sorrendben.)
Pontozas:
Ha megadja a 6-tagl sorozatot, arra adjunk 5 pontot.
Ha megindokolja, hogy a sorozatnak nem lehet 7 tagja, arra adjunk 15 pontot.

Ha nem oldja meg a feladatot,
de megallapitja, hogy a hanyados racionalis szam, arra adjunk 2 pontot,
¢s ha a megad egy 4 tagl sorozatot arra is adjunk 2 pontot.

7. Az ABC haromszog oldalainak hossza 8, 13 és 15 egység, ahogyan az abran latjuk.
C

A P 15 B

Mekkora az AP szakasz, ha a hossza egész szam, és a CP hossza is egész szam? (20 pont)



8% +15°—13> 64+225-169 120 1 ,
= = =§ (tehat

Megoldas. Az ABC haromszogben cosa =
2-8-15 240 240
a =60°). 4 pont
. . 8 +a’-b> 1 .,
Az APC haromszogben cosa = Yy = > azaz 64+a” —-b" =8a. 4 pont
-8a
C
8 13
b
o
a p B

(a> —8a+16)-b* =48, igy b* —(a—4)" = 48.
Ha ezt megoldjuk a pozitiv egészek korében (tekintettel arra is, hogy a+b >8), akkor

(a,b)=(3,7)=(5,7)=(8, 8)= (15, 13) a megoldasok. 8 pont

Tehat az AP szakasz hossza 3, 5, 8 vagy 13 lehet. 4 pont



